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REFACE 


在 中 学 ,初等 数学 处 理 的 是 数量 关系 ,与 其 不 同 的 是 ,线性 代数 需要 从 矩阵、 向 量 的 视角 
来 看 待 并 处 理 问 题 ,二 者 在 研究 内 容 、 解 题 方法 及 技巧 上 存在 许多 本 质 上 的 差异 。 线 性 代数 
作为 高 等 学 校 一 门 重要 的 基础 课程 ,对 培养 学 生 的 理性 思维 能 力 、 人 逻辑 推理 能 力 以 及 综合 判 
断 能 力 起 着 不 可 或 缺 的 作用 。 编 者 认为 ,要 想 学 好 线性 代数 课程 ,首先 要 学 习 并 用 好 “ 规 
则 ”, 这 里 所 指 的 “规则 ”包括 教材 内 容 涵盖 的 定义 、 性 质 、 定 理 、 推 论 及 一 些 重要 的 结论 等 。 
学 习 并 用 好 “规则 ”需要 分 为 三 个 阶段 : 初级 阶段 是 规范 并 合理 使 用 “规则 ”, 即 能 够 使 用 基 
本 概念 和 基本 结论 解决 一 些 较 为 直观 的 问题 ;中 级 阶段 是 掌握 并 灵活 运用 “规则 ”, 随 着 学 习 
的 深入 ,“ 规 则 ” 越 来 越 多 ,需要 解决 的 问题 亦 是 如 此 ,此 阶段 要 求学 生 能 够 解决 具有 一 定 难 
度 的 问题 ;高 级 阶段 是 熟知 并 综合 利用 “规则 ”, 通 过 规范 的 培养 训练 ,使 学 生 能 够 解决 一 些 
启发 性 和 综合 性 较 强 的 问题 。 

编写 此 学 习 指 导 书 源 于 以 下 两 方面 的 考虑 : 

一 是 加 强 教材 内 容 的 认 知 。 目 前 已 出 版 并 正在 使 用 的 “线性 代数 "教材 都 有 各 自 的 特点 
和 优势 ,但 限于 篇 幅 , 不 可 能 完全 覆盖 并 诠释 每 个 知识 点 的 内 涵 和 适用 范围 。 想 要 达到 “以 
人 为 本 、 因 材 施 教 、 夯 实 基础 .创新 应 用 ”的 指导 思想 ,任重道远 。 

二 是 弥补 课堂 教学 的 不 足 。 学 生 在 学 习 线 性 代数 时 ,课堂 教学 只 是 其 中 的 一 部 分 。 由 
于 教学 时 数 的 限制 ,导致 课堂 教学 密度 大 、 速 度 快 ,多 数 大 一 新 生 不 能 适应 线性 代数 教学 方 
式 和 方法 ,并且 许多 解 题 方 法 与 技巧 不 可 能 在 课堂 上 得 到 完整 的 讲解 与 演练 ,当然 更 谈 不 上 
让 学 生 系统 掌握 这 些 方法 与 技巧 。 

为 此 ,本 书 对 教材 的 各 个 知识 要 点 进行 了 必要 的 提炼 .释疑 .分析 、 串 联 , 目 的 是 帮助 初 
学 者 理解 ,熟悉 并 规范 使 用 “规则 ”, 掌 握 必要 的 解 题 方法 与 技巧 ,使 其 能 够 对 各 知识 要 点 有 
更 好 的 理解 和 参 悟 ,达到 融会 贯通 的 效果 ,进而 提升 综合 解 题 能 力 和 自主 学 习 能 力 。 

此 学 习 指导 书 的 章节 与 我 们 编写 的 (线性 代数 》( 清 华 大 学 出 版 社 , 囊 学 刚 、 牛 大 田 、 张 友 
和 王 书 臣 主编 教材 同步 ,与 其 他 版 本 (线性 代数 ) 教 材 的 内 容 并 行 ,可 以 作为 大 一 学 生 的 学 
习 指 导 书 ,与 课堂 教学 同步 使 用 ,也 可 作为 备考 硕士 研究 生 的 考生 进行 总 结 性 复习 或 专题 性 
研究 的 学 习 资 料 。 本 书 各 章节 的 基本 框架 如 下 : 

知识 要 点 : 列 出 本 节 必 须 掌 握 的 知识 点 ,包括 定义 、 性 质 、 定 理 、 推 论 , 一 些 重要 的 结论 ， 
并 配 以 必要 的 说 明 。 

疑难 解析 : 根据 多 年 教学 的 经 验 , 选 择 一 些 容易 出 现 理解 不 到 位 和 混淆 的 知识 点 进行 


ay" _ 


解答 ,帮助 读者 正确 理解 并 合理 使 用 这 些 “ 规 则 ”。 

经 典 题 型 详解 : 每 节 精 选 了 一 些 基础 类 、 提 高 类 和 综合 类 的 经 典 题 型 ,给 出 有 针对 性 的 
分 析 、 归 纳 和 总 结 ,引领 读者 分 析 问 题 的 内 涵 、 定 位 所 用 的 知识 点 、 指 出 使 用 的 方法 和 技巧 ， 
进而 提高 读者 对 相关 “规则 ”的 认 知 能 力 和 综合 应 用 能 力 。 

课 后 习题 选 解 及 复习 题解 答 : 针对 配套 教材 的 课 后 习题 和 复习 题 中 具有 一 定 难 度 的 题 
目 给 出 了 部 分 解答 ,更 重要 的 是 体现 解 题 的 标准 步骤 和 和 解 题 的 方法 及 技巧 。 

考研 试题 选编 : 在 经 典 题 型 和 课 后 习题 基础 上 , 精 选 了 近年 来 的 考研 试题 ,并 给 出 了 必 
要 的 提示 和 解答 。 

本 书 由 大 连 民 族 大 学 理学 院 组 织 编写 。 圳 学 刚 、 牛 大 田 、 王 书 臣 和 张 友 任 主编 ,负责 全 
书 的 统 稿 及 定稿 。 参 与 编写 本 书 的 教师 有 : 张 文 正 (第 1.2 章 ). 张 誉 铎 (第 3.4 章 )、 牛 大 田 
(第 5.6 章 ) 。 

感谢 大 连 民族 大 学 各 级 领导 在 编写 本 书 时 给 予 的 关心 和 支持 。 感 谢 清 华 大 学 出 版 社 的 
刘 颖 编审 在 编写 本 书 时 给 予 的 具体 指导 及 宝贵 建议 。 本 书 在 编写 过 程 中 ,参阅 了 一 些 同行 
专家 编写 的 辅导 书 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 

由 于 编者 水 平 有 限 ,成 书 仓促 , 书 中 一 定 存在 某 些 不 足 或 错误 ,县 请 广大 同行 和 读者 批 
评 指正 。 


编 者 
2018 #F 12 月 
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行列 式 


一 、 基 本 要 求 
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. 理解 行列 式 的 定义 。 

. 掌握 行列 式 的 性 质 和 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 的 方法 。 
. 会 计算 一 些 特殊 形式 的 阶 行列 式 。 

. 了 解 克 莱 姆 法 则 。 


二 、 知 识 网 络 图 


二 阶 行列 式 (定义 1.1) 
三 阶 行列 式 (定义 1.2) 
定义 1 (代数 ) 余 子 式 (定义 1.3) 
妹 阶 行列 式 (定义 1.4) 
转 置 行列 式 ( 定 义 1.5) 
转 置 性 
. 反 号 性 及 推论 
. 信 乘 性 及 推论 1\ 推 论 2、 推 论 3 
. 可 加 性 
. 倍加 性 
降 阶 法 : 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 ( 定 理 1. 1) 及 推论 
化 三 角 法 : 利用 行列 式 的 性 质 及 推论 化 简 并 计算 
计算 方法 1 加 边 法 : 将 行列 式 的 阶 数 升 高 一 阶 , 便 于 计算 
递 推 法 : 利用 降 阶 法 或 化 三 角 法 得 到 行列 式 的 递 推 公式 
数学 归纳 法 : 证 明 与 阶 行列 式 相 关 的 等 式 


D,» i=j, я. D,» i=j, 
t= j Zasas = | i Я 
J 


性 质 


m = р 


重要 结论 0, i#jií кт 


定理 1.2 УА, = | 
范 德 蒙 德 行列 式 


克 莱 姆 法 则 及 相关 结论 (定理 1.3、 定 理 1.4 及 推论 ) 


O 第 1 章 行列 式 


1.1 行列 式 的 概念 


一 、 知 识 要 点 
1. 二 阶 、 三 阶 行列 式 
定义 1.1 Ц ан заз an az 为 元 素 的 二 阶 行列 式 定义 为 


an а 
= anan — азат o 11) 


аа ат 


对 于 如 下 的 二 元 线性 方程 组 


Dea 十 azzs = b+ (1.2) 
апл Hazar: = bz, 
其 中 zi ,zs 为 未 知 量 ,ai (i,j 二 1,2) 为 未 知 量 的 系数 ,b ,bs 为 常数 项 。 若 令 
an арг bi ам РИ an b 
D, = n D; = > D; = š 
qa az b: az an b 
则 当 系 数 行列 式 满足 D, 520 时 ,线性 方程 组 (1. 2) 的 解 便 可 用 二 阶 行列 式 表示 为 
1 2 
= 0. z = р 01.3) 


RA. З) Ву САВЕЗЕ Н ИОК Ср, 320). Ж, Т D 是 系数 行列 式 D， 
的 第 1 列 的 元 素 被 依次 替换 为 常数 项 ; D: 是 系数 行列 式 D, 的 第 2 列 的 元 素 被 依次 蔡 换 为 
常数 项 。 + 


为 了 便于 记忆 ,二 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 ,如 图 1.1 所 示 。 |® el 
在 图 1. 1 中 , 实 线 称 为 主 对 角 线 ,虚线 称 为 次 对 角 线 。 于 | aa TT 
是 ,二 阶 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 两 个 元 素 乘 积 与 次 对 角 线 上 


两 个 元 素 乘积 之 差 。 
定义 1.2 Ша; (i,j 二 1,2,3) 为 元 素 的 三 阶 行列 式 定义 为 


ап аг qas 
= апаззазз 十 агаваз + азапаз 一 


D; = |an ax az (1.4) 
41342243 — 412421433 — G11G23G32 o 
a31 аз азз 
对 于 如 下 三 元 线性 方程 组 
anzai Harz: Hanz; = bi > 
азу\ху azt: azt; = bzs (1.5) 
azı xı + asa; азл; = bz, 


Ж а, заз ,bi(i,j 二 1,2,3) 分 别 为 未 知 量 , 未 知 量 的 系数 以 及 常数 项 。 若 令 


an аг аз bi ax авз an b ag an ag b 


= Е == $= t= 
D, = |an az аз|.Ю0 = | ax аз|.13 = |an bz azs|,D3= |an az bz 


а аз азз bs as аз аз bs аз аз аз bs 


当 系数 行列 式 满 足 0,320 时 ,线性 方程 组 (1. 5) 有 唯一 解 ,并 且 解 的 形式 为 


1.1 行列 式 的 概念 Ө 


1 2 з 
b: Ds р (1.6) 


D; * т; р,” 23 D; ° 
RA. 6›Ё 5 РЕЈГАН ИКУ (О; 320). RA. 6P, 17915 Di 、 Di 和 Di 是 
系数 行列 式 D; 的 第 1 列 、 第 2 列 和 第 3 列 的 元 素 分 别 被 蔡 换 为 常数 项 。 

三 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 ,如 图 1. 2 所 示 。 


Tı 


апазаз 十 аузаззазу + 13421 A32 


Q13Q22Q31 C 41242433 — A11 Q23 432 


图 1.2 


在 图 1. 2 中 ,元 素 an ,az ,ass 所 连接 的 实 线 称 为 主 对 角 线 ;元 素 us ,az ,as 所 连接 的 虚 
线 称 为 次 对 角 线 。 由 图 1. 2 可 见 ,3 条 实 线 ( 主 对 角 线 方向 ) 上 3 个 元 素 的 乘积 均 取 正 号 ,3 
条 虚线 (次 对 角 线 方向 ) 上 3 个 元 素 的 乘积 均 取 负 号 。 

需要 指出 的 是 ,对 角 线 法 则 是 为 了 便于 理解 并 记忆 二 阶 、 三 阶 行列 式 的 表达 式 , 这 个 法 
则 只 对 二 阶 、 三 阶 行列 式 适 用 ,对 4 阶 及 以 上 的 行列 式 不 再 适用 。 

2. n 阶 行列 式 

定义 1.3 基于 已 定义 的 二 阶 , 三 阶 行 列 式 , 对 于 由 行 n 列 共 n? 个 元 素 组 成 的 数 表 

Au їй е эйр, 


аа а» °° ам 


aa as * a, 
划 去 元 素 а,(.у=1,2.++,п)ТЕЙУ i $r у 列 后 , 剩 下 的 元 素 按 原来 的 相对 顺序 排列 
所 构成 的 数 表 所 定义 的 数 表 所 定义 的 "一 1 阶 行列 式 , 称 为 元 素 a; 的 余子 式 , 记 作 M; , 即 


an БЫ а1,;-1 aij Ain 


М, = aimn ° Qija Airija ° лп А (1.7) 


ања 9 Gal ан 9 адһ 


am ° ашал ан a, 
并 且 称 
A; = C— DHM; (1.8) 
为 元 素 aj 的 代数 余子 式 。 
定义 1.4 由 nn 行 n 列 共 n? 个 元 素 aj(i,j 二 1,2,… ,nn) 构 成 的 nn KITIR D, 定义 为 
йн. р. i йш 
аз аљ ** ax, z 


D= |. ë „ |= anÀn +аьАшв-Е==+ЕаһА„ = > аА, (1.9) 


k=1 
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其 中 An ,As ,…,Ai, 是 分 别 与 第 1 行 的 元 素 an ,as ，… ,a 对 应 的 代数 余子 式 。 通 常 , 式 (1. 9) 
也 称 为 n 阶 行列 式 D, 按 第 1 行 的 展开 式 。 

定理 1.1 对 于 给 定 的 n 阶 行列 式 , 它 可 以 表示 为 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 
代数 余子 式 的 乘积 之 和 , 即 


n 


D, = ааАа TaaAa +H a Aa = D) a Aa i= 1,2,=-,n (1.10) 


k=1 


D, = аА; +H аА» 十 … 十 awAw = SVv&Àl as, j= 1,2,- n. лї) 
k=1 
该 定理 又 称 为 行列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 。 
推论 ”如果 阶 行列 式 中 第 i 行 的 元 素 除 a 外 都 为 零 ,那么 行列 式 等 于 ax 与 其 对 应 的 
代数 余子 式 的 乘积 , 即 


к Эл qhu А 
= 0 оа се 0 |= аА. 
r de RE 
此 时 on 阶 行列 式 被 约 化 为 一 个 ”一 1 阶 行列 式 。 
一 些 特殊 行列 式 : 
аң 0 0 
0 
a) D,= ра ез 。 。| апат» '""а,„ o 
ani а2 аһ 
该 行列 式 称 为 下 三 角形 行列 式 ,特点 是 : 当 i<j 时 ,aj 00.7 1.2.50). 
ап a « Ain 
0 ° 
(2) р,= |, є . Е аца» "а о 
0 0 ... аһ 


该 行列 式 称 为 上 三 角形 行列 式 ,特点 是 : 当 i>j 时 ,a 二 0(i,j 二 1,2,…,n)。 
А\ 0 ._ 0 

уб] * с РЕГЕ 

0 0 ... й. 

该 行列 式 称 为 主 对 角 行 列 式 ,特点 是 : 4 тё} 时 .aj 一 0(i,j 二 1,2,*…,n)。 
@: 7455 0 а 


O + api аһ в 
D=] М ә В 一 (一 1]D) ааз 1а o 


1.1 行列 式 的 概念 9 


an Ain 
(5) p, =| 7 @ sii E aaas 
an 
0 0 为 
0 … À 0 ша 
G@)D=| ` 2 сәдд А, 
Àn 0 0 
=. 疑难 解析 


1. 余子 式 M; 和 元 素 a; 有 什么 关系 ? 余子 式 Ms 和 代数 余子 式 Ai 之 间 有 什么 关系 ? 

E ”根据 定义 1. 3, 余 子 式 M; 和 元 素 a; 是 隶属 关系 , 即 M; 是 元 素 ai; 的 余子 式 ,是 一 个 
H n fin 列 共 n? 个 数组 成 的 数 表 , 划 去 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 和 第 j 列 后 , 剩 下 的 元 素 按 原来 
的 相对 顺序 排列 所 构成 的 数 表 所 定义 的 2 一 1 阶 行列 式 。 余 子 式 М, 和 代数 余子 式 A; 的 关 
RÆ А; =(—1) M; B itj 为 偶数 时 ,As =M; itj 为 奇数 时 ,As 二 一 Mi 。 

2. 如 何 理解 n 阶 行列 式 的 定义 ? 

答 ”根据 数学 递归 的 思想 。 由 二 阶 、 三 阶 行列 式 的 表达 式 不 难 发 现 它 们 之 间 有 如 下 
关系 : 


| | 
а1\1@афазз T аа234з T @13@21@32 — 41342243 — 412@21@33 — 411423432 


ац Саззазз — аззазг) — аз (a21 a33 аззазу) + аз (апаз — azaz ) 


az аз Qa az ап аж 


= an a +a 


аз азз аз азз аз аз 

由 上 式 可 见 ,三 阶 行列 式 可 由 二 阶 行列 式 计算 。 通 过 观察 ,可 以 发 现 等 式 右 端的 表达 式 
存在 一 定 的 规律 : 

(1) 每 一 项 都 是 三 阶 行列 式 中 的 第 1 行 的 某 个 元 素 与 一 个 二 阶 行列 式 的 乘积 ; 

(2) 每 个 二 阶 行列 式 恰好 是 在 划 掉 前 面相 乘 的 元 素 所 在 行 和 所 在 列 的 元 素 之 后 ,由 剩 
余 的 元 素 按 照 原 来 的 相对 顺序 组 成 的 ; 

G) 每 一 项 前 面 取 正 号 还 是 取 负 号 ,恰好 与 元 素 的 下 标 之 和 相对 应 , 即 每 一 项 前 面 的 符 
PREACH., 

进一步 地 ,利用 代数 余子 式 的 定义 ,第 1 行 元 素 an sa ,as 的 代数 余子 式 分 别 为 


az Ga ап а 
= 1+1 = = 1+2 = 
An = (— 1)" Mn = ‚ Ar = — D!? Me: 一 一 ， 
аз dass ап U33 
ап а 
= 1 = 
Аз = = 1)" My; = 
ап аз 


利用 以 上 结果 ,可 将 三 阶 行列 式 的 表达 式 重 新 记 为 
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ал а» а 


3 
= anAn T а Аз +азАз = > anA iro 
Га 


这 表明 ,一 个 三 阶 行列 式 等 于 它 的 第 1 行 元 素 aa ,az ,aa 与 所 对 应 的 代数 余子 式 Аһ, 
Ах» ,Ais 的 乘积 之 和 。 

由 此 可 见 ,三 阶 行列 式 可 以 表示 为 它 的 第 1 行 元 素 与 所 对 应 的 代数 余子 式 ( 二 阶 行列 
式 ) 的 乘积 之 和 。 事 实 上 ,这 种 表示 方法 具有 一 般 性 。 按 照 这 样 的 思想 方法 ,仿照 三 阶 行列 
式 的 情形 ,4 阶 行列 式 可 以 表示 为 它 的 第 1 行 元 素 与 所 对 应 的 代数 余子 式 ( 三 阶 行列 式 ) 的 乘 
积 之 和 ,以 此 类 推 ,” 阶 行列 式 可 以 表示 为 它 的 第 1 行 元 素 与 所 对 应 的 代数 余子 式 (z 一 1 阶 
行列 式 ) 的 乘积 之 和 , 即 定义 1. 4。 

特别 地 , 当 二 1 时 ,|an | 二 an, 它 不 能 与 数 的 绝对 值 相 混淆 ,如 一 阶 行列 式 , 1—11 = 
一 1。 

3. n 阶 行列 式 的 定义 与 定理 1.1 有 什么 联系 ? 如何 理 解 定理 1. 1 的 结论 ? 

E 定理 1.1 又 称 为 行列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 ,n 阶 行列 式 的 定义 是 定理 1. 1 的 一 种 
特殊 情形 。 仍 然 以 三 阶 行列 式 为 研究 对 象 ,根据 定义 1.2, 将 行列 式 的 表达 式 经 过 移 项 并 且 
合并 同类 项 ,还 可 以 整理 得 到 如 下 的 一 些 有 用 的 表达 式 : 
an аг а 


аах ав аз 


= аа Аз 十 azzAzz Баз Аз (ЇЁЖ 2 行 展 开 ) 


аз аз аз 
= азу Азу 十 a3zAsz + ass As GRB 3 行 展开 ) 
= аА 十 aaAz 十 aaAa( 按 第 1 列 展 开 ) 
= аА Tax A аА» Ж 2 列 展 开 ) 
= аз Аз 十 assAs + as Asi, 。( 按 第 3 列 展开 ) 。 
由 此 可 见 , 三 阶 行列 式 可 以 表示 为 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 代数 余子 式 的 
乘积 之 和 。 以 此 类 推 ,这 种 展开 式 对 n 阶 行列 式 也 成 立 。 
4. 对 于 任意 给 定 的 常数 ,判断 如 下 两 个 等 式 


和 

ап а аз ап 412 аз 

Ga а» 423 | 一 az az a23 

аз аз as as + Кап аз Каз аз 4 Каз 
是 否 成 立 ? 


答 ”利用 对 角 线 法 则 ,对 上 面 的 行列 式 展开 可 得 
ап а а 


аз ae аз | = ап1аззазз + amassasa 十 413421432 一 413422431 一 Q12421433 一 апазаз 
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аз аза аз | = Ql2Q21433 + апазаз + 413422431 — 411422433 — 412423431 一 Q13Q21Q32 


ар ап ац 


аз аз аз 


= — (anazaa; + 412423431 + 413421432 — 413422431 — 412421433 — 411423432 ) > 


az 1 Кат аз + аљ азз + kaz 


= аца» (аз + kaz) + араз (аз + Каъ) + азал (аз + Каз) 一 


аза (аз + Кад) — арга (ass + Казз) — апаз (аз + Каф) 
= ацазазз + азгазаз 十 алзадаз — 413422431 — 412421433 — 411423432 o 


因此 ,第 一 个 等 式 不 成 立 ; 第 二 个 等 式 成 立 。 


an аш as ar an а 
通过 观察 不 难 发 现 ， аз аз аљз 是 标准 形式 的 三 阶 行列 式 ， аж ап аз 是 将 标准 
ап аз аз аз аз азз 
ац арг as 
形式 的 行列 式 的 第 1 列 和 第 2 列 的 元 素 进行 了 互 换 ,| ал аз ав “| 是 将 标 


ax kan аз Каз азз +kaz 
准 形 式 的 行列 式 的 第 2 行 元 素 乘 以 数 & 之 后 对 位 加 到 第 3 行 。 为 什么 会 出 现 第 一 个 等 式 不 成 
立 ; 而 第 二 个 等 式 成 立 的 情况 呢 ? 这 不 是 偶然 出 现 的 ,事实 上 ,用 1.2 节 中 行列 式 的 性 质 可 以 
直接 验证 这 两 个 等 式 是 否 成 立 。 


三 、 课 后 习题 选 解 


Qa 


1. 计算 下 列 行列 式 : 


N 0 a 0 
созт snr 
(э D:=| . (2) D = |b 0 c|; 
sın + cos = 
оао 
зо о о 4 0 1 O 0 
00023 0 0 2 0 
(3) D =|0 0 5 0 2|; (4) D.= | š š z. е 
00001 0 0 0 … n=l 
04001 n 0 0 ~= 0 


分 析 二 阶 行列 式 利用 对 角 线 法 则 求解 ;三 阶 行列 式 利 用 对 角 线 法 则 或 行列 式 的 展开 定理 求解 ;高 阶 
行列 式 观察 特点 然后 利用 行列 式 的 定义 或 展开 定理 求解 。 
解 〈1) 利用 对 角 线 法 则 ,有 


cos 工 Sin 工 " 
D, = = cos zcos z — sin rsin л = cos 2z。 


Sin т созт 


(2) 根据 行列 式 的 结构 特点 ,可 以 直接 利用 对 角 线 法 则 求解 。 于 是 
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0 a 

D = |b 0 c|=0X0X0+aXcX0+0XbXd—0XcXd—aXbX0—0X0X0= 0. 
оао 

(3) 根据 行列 式 的 结构 特点 ,依次 按照 第 1 列 ,( 原 行列 式 的 ) 第 2 列 ,( 原 行列 式 的 ) 第 3 列 展开 ,可 得 


30004 
0023 
00023 w23 
0 5 0 2 
D = |0 0 5 0 2|=3х(—17н =3х4х (10) |5 0 2 
0001 
00001 0 0 1 
4001 
04001 
2 
=—3х4х5х(—1)!'# = 120, 
0 1 
(4) 根据 行列 式 的 结构 特点 ,按照 第 1 列 展 开 , 可 得 
0 1 0 0 1 0 
0 о 2 
D=|: 1 š: % f =жЛ q оу 3 : , 
0 0 O 一 1 0 0 п-2 0 
n 0 0 … 0 0 0 … 0 n-1 


注意 到 ,展开 后 的 n 一 1 阶 行列 式 为 对 角 行列 式 ,因此 
D, = (~ 1)™1X 2 X 3 X= X n = (— 1) "1, 

2. 利用 行列 式 求解 下 列 线性 方程 组 : 

Zi 一 2zz* 十 3zs 一 5， 
(2) ] 2zi 十 zz 一 3zs 一 一 3， 

2z 十 2zz 一 zs 一 2。 

分 析 利用 二 元 、 三 元 线性 方程 组 的 求解 公式 求解 ,计算 三 阶 行列 式 时 可 利用 对 角 线 法 则 或 行列 式 的 
展开 定理 。 

E (1) 利用 二 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 ,不 难 求 得 


4zl 十 zz 一 6， 
а) | 


2zi 一 3zz 一 一 45 


D: h | 4х 3) –1х2 14, р | 9 ,| 6х (一 3) 一 1X (一 4) 14， 
2 一 3 一 4 一 3 
4 
Д 4х(—4—6х2 28, 
2 一 4 
因为 D; 一 一 14 天 0, 所 以 线性 方程 组 的 解 为 
=н” espone 
(2) 利用 三 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 ,不 难 求 得 
1—2 3 5—2 3 
D=|2 1 -—3|=1, р 3 1 —3|=19, 
2 2 —1 2 2 —1 
ї 5 % 1-2 5 
№ = |2 —3 —3|=19, Di=|2 1 —3|= 38, 
2 2-1 2 2 
因为 D: 一 19 天 0, 由 求解 公式 (1. 6) ,线性 方程 组 有 唯一 解 , 即 
2-8-1, 5-0-1, а-а, 


1.2 阶 行列 式 的 性 质 及 应 用 Ç 


1. 计算 下 列 行列 式 : 


0 0 1 0 
4\1 0 0 

0 2 0 0 
14 00 

O) D= ; (2) D,= w. ‹п2>2) 

0 0 2421 

= оо о 
00 1А 

0 0 0 n 


分 析 先 观 察 行列 式 的 特点 ,然后 利用 行列 式 的 定义 或 展开 定理 求解 。 
E (1) 按照 第 1 行 展开 ,可 得 


À 1 0 0 
А 0 0 1 0 0 
1 2 0 O 
D = = 4 C(C— 1)” |0 à 1|+1х(—1)'#|0 à 1|。 
0 @% 2 1 
0 1 A 0 1 A 
0 01 À 
再 将 上 述 两 个 三 阶 行列 式 分 别 按照 第 1 行 展开 可 求 得 结果 ,因此 
D, = АСА — 1) — (А — 1) (2 一 1)2。 
(2) 对 行列 式 始终 按 最 后 1 行 展开 得 D = CDa 
2. 求解 下 列 行列 式 方程 : 
z—6 5 3 2—1 1 1 
(D = | 一 3 z+2 2|=0; (2) D, = 0 =— 0 一 0。 
=2 2 = 8 8 2—3 


分 析 利用 对 角 线 法 则 或 按 行 展开 给 出 关于 工 的 方程 ,进而 将 问题 转化 为 求解 代数 方程 。 
解 (1) 利用 对 角 线 法 则 ,不 难 求 得 

є=6 5 3 
一 8 х+2 2 
一 2 2 х 


D; = = (х—1)%(х—2), 


因此 ,zlz 一 1,zs 一 2。 
(2) 将 行列 式 按照 第 2 行 展 开 , 可 得 
= 1 


D; 0 —2 0 


(z+ 1)Xx—2)G@ —5), 


因此 zi 1,202,235. 
@1:2 n 阶 行列 式 的 性 质 及 应 用 


一 、 知 识 要 点 
1. 行列 式 的 基本 性 质 
定义 1.5 对 于 如 下 给 定 的 阶 行列 式 


将 D, 中 行 与 列 互 换 , 得 到 新 的 n 阶 行列 式 


称 DE CREA D',) 为 D, 的 转 置 行列 式 。 

性 质 1( 转 置 性 ) 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 , 即 D, = ру. 

性 质 2( 反 号 性 ) 互 换行 列 式 任意 两 行 ( 列 ) ,行列 式 改变 符号 。 

推论 ”行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 ,行列 式 等 于 零 。 

性 质 3( 倍 乘 性 ) 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 都 乘 以 数 &, 等 于 用 数 & 乘 此 行列 
式 , 即 


an ар * аһ ап ар ° аһ 
kaa аг kaa | = k|an ав аһ | o 
ад а ма, йа аг ** ам 


推论 1 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 的 外 面 。 

推论 2 若 行 列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 为 零 , 则 行列 式 等 于 零 。 

推论 3 若 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 对 应 元 素 成 比例 , 则 行列 式 等 于 零 。 

性 质 4( 可 加 性 ) 若 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 a; 都 是 两 个 元 素 bi 与 cj 之 和 , 即 
ау = Ас = 1.2, ns,1 人 in), 则 该 行列 式 可 分 解 为 两 个 相应 的 行列 式 之 和 , 即 


an арг w. ам ап аш ** аһ an аш ** аһ 
D, = baca baca ° bae |= ba ba с Ы | [са са сб cale 


аа аа е ам йа аг + a, айа ав + a, 
性 质 5( 们 加 性 ) 行列 式 中 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 乘 以 一 个 非 零 常数 上 后 加 到 另 一 行 
( 列 ) 的 对 应 元 素 上 ,行列 式 不 变 , 即 


an аг аһ ап ал e.. iis 

аа аа ° as аа + Каһ аг ар ** а„-+Ёа„һ 
D=]: i :=| : i i 

“з Gp “= “p an ajz ji аһ 

ал аһ? t ам An ам кек Am 


Ж 在 计算 行列 式 时 ,通常 以 x; 表示 行列 式 的 第 i 行 ,以 c; 表示 第 i 列 , 计 算 过 程 有 如 
下 记号 : 
(1) 交换 ij 两 行 ( 列 ) , 记 作 м, (сес) ; 


1.2 n {тїзї ШЖК © 
(2) 行列 式 的 第 i 行 ( 列 ) 乘 以 &, 记 作 kr: Сс) з 


(3) 阁 用 数 乘 以 行列 式 的 第 j 行 ( 列 ) 加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 , 简 记 为 xr; 十 krj (ci 十 kc;)。 
定理 1.2 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 男 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 


之 和 等 于 零 , 即 
an Ån 十 azAiz 十 … 十 aanApn = 0, i j 


或 
а А + аА»; 十 … 十 asAw = 0, i= j. 
综合 定理 1. 1 和 定理 1. 2, 有 如 下 重要 结论 : 
= Ds i=j; 
УА, = Í 19 p= lesa (1.12) 
= 0, 15 ј, 
和 
z D,» i=j, 
ыйы = | TO eda (1.13) 
=з 0, iZ ј, 
一 类 典型 的 行列 式 : 
aai s Qa 0 < 0 
Б. = ам aw 0 0 _ iw йе Í Pn Ч ‚ 
ч fa fi % an ** ag bn bs 
Cm Ch bn Бы 
— , 疑难 解析 
1. 下 列 等 式 是 否 成 立 ? 
an + аг +b: [ап аш bi б 
aat | an аш e be bal 
答 不 成 立 。 根 据 行列 式 的 性 质 4, 有 
an tbn an +62 _ [аа ar + an br 网 bi ax bi br 
an + az +bz аз аз an bz ba аз бу bal 


给 定 的 等 式 中 少 写 了 两 个 行列 式 。 

2. 如 何 证 明 性 质 3 的 推论 3, 即 : 若 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 对 应 元 素 成 比例 , 则 行列 式 等 
于 零 。 

答 以 4 阶 行列 式 为 例 进行 例证 。 不 失 一 般 性 ,假设 行列 式 的 第 2.3 行 的 元 素 对 应 成 


ал _4a2 _ аз _ qa 
比例 , 即 一 王 一 一 一 一 一 一 人 。 易 见 ,as = Àa saz =Ааз заз =Аазз saz =Аа o 
аз аз аз da 


将 上 述 关 系 代 入 4 阶 行列 式 ,然后 根据 性 质 3 的 推论 1, 将 第 2 行 的 公 因子 提出 。 此 
时 ,行列 式 的 第 2.3 行 的 元 素 相同 ,根据 性 质 2 的 推论 可 知 ,行列 式 的 值 为 零 。 具 体 过 程 


如 下 : 


© 第 1 章 行列 式 


ап а as ац an aiz as an ап аг аз ац 
ад ав аз qa Aaa даз Лаз Qasa ап ар аз а 
= = 4 = 0 
а аз аз а аз аз a33 a34 а ар аз а 
ап qa аз qua as аз ааз ач an а аз аң 


于 是 ,对 于 任意 阶 行列 式 , 若 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 对 应 元 素 成 比例 , 则 行列 式 等 于 零 。 
3. 如 何 理解 定理 1. 1 和 定理 1. 2 的 结论 ? 
答 ” 对 于 给 定 的 n 阶 行列 式 , 用 ax (二 1,2,…,n) 表 示 行 列 式 中 的 第 i 行 的 元 素 ,Aj 
(二 1,2,…,n) 表 示 对 应 于 第 j 行 元 素 a 的 代数 余子 式 。 表 达 式 
J 
л» = (0, ij 
可 以 理解 为 : 元 素 а„ 和 代数 余子 式 А „ЖМ {у G= HER Е F419] K ;错位 (i 了 让 
相 乘 再 求 和 ,结果 为 零 。 


三 、 经 典 题 型 详解 


对 于 一 些 形式 较为 简单 、 阶 数 较 低 的 行列 式 , 可 利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 及 按 行 ( 列 ) 展 
开 定理 计算 行列 式 。 通 常 的 计算 方法 有 两 种 : 一 个 是 化 三 角 法 ; 另 一 个 是 降 阶 法 。 在 使 用 
这 两 种 方法 时 ,通常 要 对 行列 式 实施 以 下 3 种 行 ( 列 ) 运 算 : 

СТ) 交换 行列 式 的 两 行 ( 列 ) , 即 ner (e >e) ,行列 式 变 号 ; 

(2) 将 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 公 因 子 提 到 行列 式 的 外 面 , 即 kr: ke) ,行列 式 的 值 不 变 ; 

(3) 将 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 非 零 倍数 , 即 x; 十 krj (ci 十 kcj) ,行列 式 的 
值 不 变 。 

下 面 结合 一 些 简单 例题 来 初步 说 明 这 两 种 方法 的 使 用 策略 。 这 两 种 方法 的 更 多 应 用 及 
其 他 一 些 经 典 的 方法 将 在 下 一 节 中 给 出 。 

题 型 1 利用 行列 式 的 性 质 计算 行列 式 或 证 明 等 式 

例 1.1 计算 下 列 行列 式 : 


0 0 2 3 
= y zty 
(1) D,= + ap 2 1 一: 
з y zty х |; =l i 2 2|? 
х+у хт y 
45 1 2 
1 в b ¿hd 
1.6 ç etd 
(3) D, = ° 
I ë d aF 
1 d а bte 


分 析 合理 利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 。 

解 (1) 注意 到 ,行列 式 的 行 元 素 之 和 或 列 元 素 之 和 都 相同 ,将 第 2 行 和 第 3 行 的 元 素 
对 应 加 到 第 1 行 ( 即 ri 十 rz 十 rs) ,并 提取 公 因 子 , 然 后 再 利用 行列 式 的 性 质 5, 逐 渐 将 行列 式 
化 为 上 三 角形 行列 式 ,计算 过 程 如 下 : 


1.2 阶 行列 式 的 性 质 及 应 用 5 


Xe ty) 2(z+ y) Zata 


Рз = y SFY * 
r=+y х y 
1 1 š 1 1 1 
т 一 3rl 
=2(z=+y)| y x+y х|===—=———=2(х+у)|0 z х—у 
тз — (х+ yr 
х+ у # y 0 —у —х 
=— 2(4#+ у). 
(2) 利用 行列 式 的 性 质 ,逐渐 将 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 ,计算 过 程 如 下 : 
1 2 1 一 1 1 2 1 —1 
D ner 0 0 2 3| r —3n 0 0 2 š 
š 312 2|з- |0 —5 —1 5 
* э 1 2 @ = $ =—3 6 
1 2 1—1 1 2 Ш. =1 
пеп |0 一 3 一 3 6 0 1 1. =2 
— = =) 
0 = =] 5 8 —5 о —] 5 
0 0 2 3 0 0 2 3 
r Ж ШЕ] ъё N =l 
ra +5rz ‹ 35 |° 1 1 —2| nern 31° 11 —2 
0 0 4 —5 о 0 2 3 
оо 2 3 о 0 4 —5 
2 20.1. =} 
т — 273 0 1 t =Z 
3 =3х1х1х2х(—11) =—66, 
оо 2 3 
0 0 Ó —11 


G) 注意 到 ,利用 行列 式 的 性 质 5 将 行列 式 的 第 3.4 列 加 到 第 2 列 , 即 进行 列 运算 c, + 
cs 十 ct 可 得 


1а Ьь с+а 1 а+5+с+а b с+а 
D.= Í P é <d ЕЕ 1 а+ь+с+а с а+а 
* |l c d a+b| |1 a+b+c+d а a+b 
1 d а bte 1 at+tbtetFd а ë$-Fe 
L $p 8 etad 
1 L са+а 
= (a+b+c+d) = 0, 
1 1 d atb 
11 а te 
类 似 地 ,可 以 计算 如 下 的 行列 式 : 
1 2 4 AT 1 0 1 —1 2 
2 3 4 1 £ A Lk. 1 = =} 2 1 
(1) D,= ; (2) D, = ; (3) р, š 
34 1 2 TIAA = ==. 1 
4 1 2 3 1 1 1 à 2 0 0 
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例 1.2 证 明 下 列 等 式 : 


а ых аух+Ьу с а b с 
(1) D, = |а Бх азх+Ь» с |= (1—22) |а b с |; 
аз Бх asxtb; сз аз фз cs 
а b с а 
а a+b а+ь+с а+ь+с+а 
(2) D, = =a, 


a 2a+b 3a+2b+c 4a+3b+2c+d 
a 3a+b 6a+3b+c l0a+6b+3c+d 
分 析 利用 行列 式 的 性 质 进行 约 化 证 明 。 
证 (1) 利用 行列 式 的 性 质 4 将 行列 式 按 列 进行 拆 分 ,并 进行 化 简 , 可 得 


a ахь a bz аух+Ь, с 
D;= |а asz+ b с |+ [bz azx +b: сә 
аз азх | бз сз bz азх +03 сз 
ар ах сі а b c bix ах с bz b a 


= jaz ax с|+ |а bz cz| 十 |pz ах cz| 十 |pz bz cz 


аз a£ сз аз bs сз бзх азх сз bz b3 сз 
a b c bix az c a b a b a a 
= ja, b, c. |+ |b,z ах c. |= |а b, с |+а |, a, с; 
аз b с; bz а,х cs as b с; bs а; G 
a b c, 
一 (1 一 zs)|a b cz|。 
аз bs Gc 
(2) 将 第 1 行 乘 以 (一 1) 依 次 加 到 第 2、3、4 行 ,然后 再 根据 情况 化 简 , 于 是 
a b Ф а а b € d 
р,= 0 a a+b a+tbFe _ 0 a atb а+&+4с 
0 2а 3a+2b 4a+3b+2c 0 0 a 2a +b 
0 За 6a+3b 10а +60 + 3c 0 0 3a Ta + 3b 
a b É d 
0 а a+b a+b+c ы 
Е 0 0 a 2a +b ти: шр 
0 0 0 a 
类 似 地 ,可 以 证 明 : 
а? a b 
A) D = |2а a+b 2b|=(a—b)°; 
1 1 1 
b+c c+a a+b а Š <€ 


(2) D, =|b+c cata, a-+b|=2|a b cafo 


bste cta, atb az b, с; 


1.2 阶 行列 式 的 性 质 及 应 用 © 


例 1.3 已 知 204,527,255 都 是 17 的 倍数 ,利用 行列 式 的 性 质证 明 : D. = 


m мю © 
m à = 


也 是 17 的 倍数 。 
分 析 ”利用 行列 式 的 性 质 , 使 得 某 一 行 ( 列 ) 是 17 的 倍数 。 
证 将 第 1 列 的 100 售 、 第 2 列 的 10 售 都 加 到 第 3 列 ,第 3 列 提出 17 可 得 


2 0 4 2 0 204 2 0 12 
D = |5 2 7| = |5 2 527|=17|5 2 31|. 
2 5 5 2 5 255 2 5 15 


由 定义 1.2 知 ,元素 全 是 整数 的 行列 式 ,其 值 必 是 整数 , 故 证 得 原 行列 式 必 是 17 的 倍数 。 
题 型 2 利用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 计算 行列 式 或 证 明 等 式 
例 1.4 计算 下 列 行列 式 : 


ап as 0 O O 
2 0 5 1 
an аз 0 0 0 
0 0 一 2 0 
(1) D,= 378 29 ; (2) Ds= |as az к s" | š 
0 0 =i 4 aa а 
as as 0 0 1 


分 析 注意 到 ,这 两 个 行列 式 中 的 零 元 素 较 多 ,可 以 利用 定理 1. 1( 行 列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 
定理 ) ,并 结合 行列 式 的 性 质 及 推论 计算 。 

解 (1) 易 见 ,行列 式 的 第 2 列 只 有 一 个 元 素 不 为 零 ,第 2 行 也 同样 只 有 一 个 元 素 不 为 
零 , 可 以 先 按 照 第 2 行 展开 ,然后 再 根据 行列 式 的 特点 计算 ,过 程 如 下 : 


20 51 
0 0 2 0| 按 第 展开 P 
_ а 

Di= EMITE 2x3 3 2 

33 42 
004 

0 0 —1 4 

按 第 2 列 展开 


2 
2X3X (— ыы Š 


š: 
|=sxs= 48. 
4 


(2) 因为 行列 式 中 并 未 给 出 a; (ij 一 1,2) 是 否 为 零 的 条 件 , 不 能 将 其 约 化 为 下 三 角形 
行列 式 ,所 以 将 行列 式 依次 按照 最 后 一 列 展开 可 得 


ап а 
Ру = 1х (10059 хІх (1) Хх С 1088 х = апаз — ааз 
аһ ат 
评注 “本题 也 可 以 直接 用 第 11 页 给 出 的 “典型 的 行列 式 ” 的 结论 进行 计算 。 
类 似 地 ,可 以 计算 下 列 行列 式 : 
2 0 0 3 W£ 0. —=2 2 0 л —1 
02 0 =# 3 0 1 2 аа 0 
(Oy р, = s (2) р, = s (9) D= 
5 3 4 1 1 4 2 0 @ # —1ї 
ооо —4 st Z I 0 0 0 1 b 
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题 型 3 综合 应 用 题 
例 1.5 计算 下 列 行列 式 : 


АКы! 3 5 15 a+1 0 0 0 a+2 

1 go =]. 8: == 0 a+5 0 a+6 0 
(1) D=| 3 —4 1 2 7, 0) р;=| 0 0 a+9 0 0 |, 

5 =$ 2 4 9 0 а+7 0 а+8 0 

10 —8 3 4 19 a+3 0 0 0 a+4 


分 析 此 题 可 用 前 面 的 方法 化 成 三 角形 ,但 工作 量 比较 大 。 若 按 一 行 或 一 列 展 开 , 需 要 
计算 几 个 4 阶 行列 式 , 也 很 烦 珊 。 为 此 ,可 以 先 利用 行列 式 的 性 质 将 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 尽 量 
化 成 多 个 零 元 素 , 然 后 再 按 这 一 行 或 列 展开 。 

解 (1) 目标 定位 在 第 3 列 , 实 施 的 行 运算 为 普 一 3r srz +r sra 2а srs — 3r, S Ja tk 
RE 3 列 展开 , 则 有 


一 2 10 =1 =6 
= Ж, == а 
4 —1 0 5 0 
& —1 5 0 
D; = з —4 1 2 = (— DD 
= 2 0 一 5 
一 1 2 0 0 一 5 
1 4 一 2 —2 
1 4 0 —2 —2 
= É =i = ° 4 ë 
r +n т> 
тз — 271 2 0 4 —6 
=(—1)'#|3 2 1 
r 一 47r1 з 0 2 Уд 
92 22 
9 0 2 22 
—4 0 —20 
т = 27 一 4 — 20 
——= 3 2 7|=— 2 =— 120, 
тз — т2 6 15 
6 0 15 
(2) 先 将 行列 式 按 第 3 行 展开 ,然后 再 根据 情况 化 简 , 于 是 


а+1 0 0 а+2 
а+5 а+6 0 
D; =(а4+9) (一 1)343 
а+7 а+8 0 
а+3 0 0 а+4 
а+1 0 0 1 
атаата 9) 0 а+5 1 0 
0 а+7 1 0 
а+3 0 0 1 
—2 0 0 0 
п-т 0 一 2 0 0 
(ae 十 9) = 4(a 十 9)。 
=n 0 а+7 10 
а+3 0 0 1 


1.2 n BITINKE EA © 


例 1.6 给 定 如 下 的 行列 式 


用 2 3 
2 2 0 2 
D, = ° 
4 Wo =R — 
1 2 3 0 


Ж: (1) Аа —Аз»-Е2Аз-Е3Аз; (2) 2A: —2А»-Е4А»—2Аз; 
(3) М, +M, 十 Ma 十 Ma o 
分 析 注意 到 ,As ,As ,As ,As 是 行列 式 D, 的 第 3 行 元 素 对 应 的 代数 余子 式 , 计 算 

Аз — Аз» -Е2Аз-ЕЗАз Ж 2А —2А» 4А. 一 2Ax 时 需要 将 其 还 原 为 一 个 新 的 4 阶 行列 式 ， 

然后 合理 利用 性 质 1 一 性 质 5 及 其 推论 计算 ;Mi ,Mz ,Ma ,Mu 是 行列 式 D, 的 第 1 列 元 素 

对 应 的 余子 式 ,计算 Mi + М» 十 Ma + Ma 时 首先 需要 将 其 还 原 为 与 其 对 应 的 代数 余子 式 的 

形式 ,进而 构造 一 个 新 的 4 阶 行列 式 ,再 进行 计算 。 

解 D 注意 到 ,As 一 As 十 2A3s 十 3Aa 等 于 用 1, 一 1,2,3 替换 D, 的 第 З 行 对 应 元 素 

所 得 到 的 新 行列 式 , 于 是 


—1 2 3 
有 
—1 2 3 
2 зо 

(2) 注意 到 ,2As 一 2A:: 十 44:: 一 2A: 可 以 先 提 出 公 因 子 2, 然 后 等 于 用 1, 一 1,2, 一 1 Ë 
É D, 的 第 3 行 对 应 元 素 所 得 到 的 行列 式 , 则 


Аз — Azz + 2Азз + ЗАм = = 0, 


м ме b а 


1 —% 2 3 
2 2 0 

2Аз 一 24s + 4Азз — 2Ам = 2(Аз — As + 2Az — Ам) = 2 фа 128, 
1 2 3 0 


(3) 根据 余子 式 和 代数 余子 式 的 关系 有 
М, 十 Ma 十 Ma + Ми = An — Aa + Аз — Аа, 
而 Au 一 An 十 As 一 Au 等 于 用 1, 一 1,1. 一 1 替换 D, 的 第 1 列 对 应 元 素 所 得 到 的 行列 式 ， 
因此 
1-1 2 3 
—1 2 0 2 
1 1 —1 一 1 
—1 2 з 0 


EAS An — Azn + Аз — An 


== 2 3 Е =] 2 3 
0 1 2 5 0 1 2 5 
= = = 56. 
0 2—3 —4 0 0 一 7 一 14 
0 1 5 3 0 0 з —2 


类 似 地 ,用 该 方法 可 以 解决 如 下 问题 : 
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3 1—1 2 
Hids E , Ñ = ‚Ж: Au 十 As 十 As 十 AM 十 Ma 十 Ma 十 Ma， 
1 -5 3 —3 
Аз ЗА —2Ass +2Au。 
(2) аяа 阶 行列 式 中 第 3 行 上 的 元 素 分 别 为 一 1,2,0,1, 它 们 对 应 的 余子 式 分 别 为 5 


3, 一 7,4, 求 行列 式 的 值 。 
、 课 后 习题 选 解 


Qa 


1. 计算 下 列 行列 式 : 


1 ї =f 2 
246 427 327 
= =] —4 1 
(1) D = | 1014 543 443|; (2) D, = 4 6 1 ; 
—342 721 621 
1 2 4 2 
a b c d 
a a+b a+b+c a+b+c+d 
(3) D= ° 
0 а a+b a+b+c 
0 0 a a+b 


分 析 根据 各 自行 列 式 的 特点 ,利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 及 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 求解 。 
E (1) 注意 到 ,将 行列 式 的 三 列 的 元 素 对 应 相 加 ( 即 ci 十 cs 十 c3) 可 以 提取 公 因子 ,第 2 列 的 元 素 对 应 
减 去 第 3 列 的 元 素 ( 即 co 一 cs) 也 可 以 提取 公 因 子 , 然 后 再 进行 计算 ,于 是 


246 427 327 1000 100 327 1 1 327 0 1 327 
D= | 1014 543 443|= |2000 100 443|=10 |2 1 443|=10|1 1 443 
—342 721 621 1000 100 621 1 1 621 0 1 621 
1 327 
= (—1)™ 10° =— 294 X 10°, 
1 621 


(2) 利用 行列 式 的 性 质 将 行列 式 进行 约 化 ,并 降 阶 计算 ,于 是 


1 | =s $ :a 
0 —5 3 
= g = =й 0 0 一 5 
р, 一 一 = |2 =4 =3 
2 4 一 6 1 02 [=4 —@ 
1 5 0 
1 2 4 2 0 1 5 0 
0 —5 3 
| -3 
= |0 一 14 -3| = 57. 
—14 —3 
1 5 0 
(3) 注意 到 ,车 对 行列 式 实施 行 运算 rnr , 则 有 
a b c a a b É d 
МА а atb а+ь+с a-bTeTd| r =n |а & с а _ 
јо a a+b a+b+c 0 a a+b a+b+c| ` 
0 0 a a+b 00 a a+b 


an 
2. 已 知 | az 


аз 


ам 
а 


a32 


D, = 


4an 
4an 


4azı 


2an 
2аз\ 


2аз\ 


— За 
— Загг 


— Зазг 


分 析 利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 对 行列 式 进行 整理 计算 。 
解 注意 到 ,利用 行列 式 的 性 质 4 对 行列 式 进行 拆 分 ,并 利用 性 质 2 的 推论 1 提取 公 因 子 ,可 得 


4а 2an 一 3a аң 4а 
р; 4an 2an 一 3az аз 4аз\ 
4an 2аз — Заз ass 4аз 
ап аш 
=4X(—3) |an ax 一 一 12 
аһ аз 
3. 给 定 如 下 的 行列 式 : 
3 6 
2 4 
В |р 2 
5 6 


Ж Аа +24 ЗА o 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 的 例 1.6。 


1.2 阶 行列 式 的 性 质 及 应 用 5 


2а аз 4an 一 3al аз 
2aa аз | 十 |4an —3ax аз 
2аз\ as Даз 一 3ai as 
an а as 

ад аз ав | 一 一 12。 

an аз аз 

9 12 

6 8 

о |” 

4 3 


解 НТА. 2А РЗА # ҒА 1,2,0,3 替换 Di 的 第 4 行 对 应 元 素 所 得 到 的 新 行列 式 , 因 此 
3 6 9 


Aa 十 24u 十 34u = 


4. 求 方程 F(z) 一 0 的 根 , 其 中 


| 


#— 


fœ) = 


8 


工 一 4 


= 


Z 一 2 
w == 
же 


=g 


- 
о ою ж 
о о о 


2z 一 5 


= 1 


2—2 


分 析 利用 行列 式 的 性 质 对 行列 式 进行 化 简 , 然 后 根据 最 终 表 达 式 求解 。 
解 利用 行列 式 的 性 质 5, 用 第 1 列 乘 以 一 1 分 别 加 到 第 2、3、4 列 , 再 根据 情况 进行 化 简 , 于 是 


证 一重， 二 一 全 过 一 由 £ $=} =1 0 2 
01 2—05 ж=ў z p= =} 0 2 
f(z)= = 
2-8 0—16 tk | 1 z#— 3 1 2 
==4% 2—8 258—5 х=} 工 一 4 4 2—1 2 
тї =й 0 0 z/2 0 0 0 
Es =$ 0 0 一 2 一 2 0 0 
РА = =— х(ж+ 1), 
2—8 3 1 &— 3 3 1 0 
#—4 4 w= z— 4 4 z—1 2—1 


因此 ,f(z)==0 的 根 为 一 1,0。 
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5. 计算 下 列 n 阶 行列 式 : 


2 1 оз о O 3 2 2 = 2 2 
0 2 1 o 3 2 s 5 
орото о, НОЧИ Р 
оо о = 2 1 222.302 
1 0 0o = o 2 2 2 2m2 3 
分 析 根据 行列 式 的 特点 ,利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 及 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 求解 。 
解 (1) 注意 到 ,行列 式 可 以 按 第 1 列 展开 ,于 是 
2-71 © == 0-0 1 0 0 
@ kup amo % 2 1 0 
p=zxen |? ° * 7 o Of срин јо 2 1 И 
2 1 1 0 
0 21. O о 0 œ 7 1 (ор 
=> +C Dp. 
(2) 注意 到 ,行列 式 的 行 元 素 之 和 或 列 元 素 之 和 都 相等 ,可 将 所 有 列 的 元 素 都 加 到 第 1 列 , 并 提取 公 因 
式 , 然 后 再 根据 情况 进行 化 简 , 于 是 
3 2 2 = 2 2| |3+20-D 2 2 = 2 
2 3 2 2 2| |3+zon-D 3 2 = 2 
Ее 
2 2 ез 2| |s+zon-D 2 2 = 3 2 
2 2 2 = 2 3| [3+2a-D 2 2 = 2 3 
Ú ® U s 2 2 122-0202 
її ® ak 2 2 o 1 O 
| 
1 2 š 2 0 
1 с. 0 


Деш 


1. 计算 下 列 行列 式 : 


а? lati’ ‘(at2) (а+3)° 
z+1 yz zz 
É +D (+2) (0+3)° 
(D=| zy y+l zy |; (2) D, = а 
e tD (+2) (+3)? 
а (а+1)2 (4+2) (4+3)° 
分 析 根据 行列 式 的 特点 ,利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 及 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 求解 。 
解 (1) 利用 行列 式 的 性 质 4, 有 
= ух zx 1 Уг zx 
D,= |ху y?’ +1 zy |+|0 +1 zy 


2х ух 十 1 0 yz z’ +1 


Zz yz 2+1 


1.3 行列 式 的 一 些 典型 算 例 @ 


1 0 
0 1 zy 
0 0 


2 0 т 1 xr zr 


zy 1 zy |+ + 


ж 0 2+1 


OF zy 
0 x z +1 


y zy 


yz 2 +1 


z we 


æ Pti 


y y zy += +1 
Е Fl 
==+y += +1. 
(2) 将 第 1 列 乘 以 一 1 依次 加 到 第 2、3、4 列 ,然后 再 根据 情况 化 简 , 于 是 
а? 2а+1 4a 十 4 6a 十 9 a 22 十 1 
p= b 2b+1 4b+4 6b+9 Е b 2+1 
с 2c 十 1 4c+4 6c 十 9 ë 2c 二 1 


d: ?а+1 4d+4 6d 十 9 d: ?а+1 


о ә гю м 
о о о Ф 
I 
© 


2. 证 明 等 式 : 
ка а а? а? toI ЖО 
ad b b Б ? P 2 б 
D,= = (abcdA0)。 
ad c è ео a be d° 
ас d а а аб Ж, 
分 析 利用 行列 式 的 性 质 、 推 论证 明 。 
证 将 第 1.2、3、4 行 分 别 乘 以 a,b,c,d, 并 提取 公 因 子 , 然 后 将 行列 式 转 置 ,于 是 
abcd at а at 1 а а а £ 179541 
ЕДЕ. аа b b b. L $ P W = ёё Jj 证 毕 
abcd | abcd сї сї с 1 g 
аа d? d° а 1а d° а а Б с а 
з. 已 知 4 阶 行列 式 中 第 2 行 上 的 元 素 分 别 为 一 1,0,2,4, 第 4 行 上 的 元 素 的 余子 式 分 别 为 5,10,a,4， 
求 a 的 值 。 
分 析 注意 到 ,4 阶 行列 式 的 第 2 行 元 素 及 第 4 行 的 元 素 的 余子 式 分 别 已 知 , 利 用 余子 式 和 代数 余子 
式 的 关系 及 行列 式 的 按 行 展开 定理 1.2 TRAER. 
E 依 题 意 ,由 定理 1.2 可 知 
一 1X (— D X5+0X (— D*2 X10 十 2X — Dxat+4x (1) X 4 = 0, 
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D, 


于 是 ,a 一 


一 、 经 典 题 型 详解 


计算 行列 式 或 关于 行列 式 的 证 明 是 本 章 的 重点 和 难点 。 本 节 中 ,我 们 列举 了 一 些 典型 
算 例 ,常用 的 方法 总 结 如 下 : 

(1) 降 阶 法 , 即 利 用 行列 式 的 定义 及 定理 1.1 和 定理 1. 2 进行 化 简 并 计算 ; 

(2) 化 三 角 法 , 即 用 行列 式 性 质 及 推论 进行 化 简 并 计算 ; 

СЗ) 加 边 法 , 即 与 降 阶 法 相反 , 当 行 列 式 较 难 计算 时 , 先 将 行列 式 升 阶 为 高 一 阶 的 行列 
式 , 然 后 再 综合 运用 行列 式 的 性 质 计算 ; 
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G) 递 推 法 , 即 先 利用 降 阶 法 或 化 三 角 法 得 到 行列 式 的 递 推 公式 ,然后 再 计算 

(4) 数学 归纳 法 , 即 在 证 明 与 ” 阶 行列 式 相关 的 等 式 时 ,直接 计算 非常 烦琐 或 无 法 直接 
计算 时 ,可 以 考虑 使 用 数学 归纳 法 。 

本 章 的 主要 任务 是 如 何 利用 行列 式 的 定义 、 性 质 、 推 论 及 按 行 ( 列 ) 展 开 定理 计算 行列 
式 。 本 节 通 过 介绍 一 些 典 型 算 例 总 结 计算 行列 式 几 种 常用 的 方法 。 

计算 行列 式 时 ,一 定 要 贯彻 “ 先 观 察 . 再 定位 、 后 计算 ”的 指导 思想 , 即 : 首先 要 观察 行列 
式 的 结构 有 什么 特点 ;然后 根据 经 验 定 位 哪些 方法 更 适用 ;最 后 才 是 对 行列 式 进 行 化 简 、 计 
算 或 证 明 。 


题 型 1 ИЖ 

例 1.7 计算 下 列 行列 式 : 
0 0 = 0 y z 1. 2 2 = 2 2 
0 0 y х 0 2 2 2 2 2 

аь=|° ° 7 wp 
y «& Ó = 0 0 2 2 2 = n—1 2 
£, 0 0 = 0 у Q 8 -#= 2 п 


分 析 D 注意 到 ,该 行列 式 的 特点 是 每 行 ( 列 ) 只 有 两 个 元 素 不 为 零 , 并 且 非 零 元 素 的 
分 布 较为 规范 ,可 尝试 利用 定理 1. 1 和 一 些 已 知 结果 计算 ; (2) 根据 行列 式 的 特点 , 先 利用 
行列 式 的 性 质 化 简 , 然 后 利用 定理 1. 1 对 行列 式 降 阶 。 

解 (1) 将 行列 式 按照 第 列 展开 ,可 得 


0 0 … y <“ 0 0 … 0 у 
0 о... т 0 0 0 … y 

D, =x(—D)D"* | ; ;yD : ОН 
у “0 0 0 у = 0 0 
w 0 0 0 y 0 0 


根据 1. 1 节 中 给 出 的 一 些 特殊 行列 式 的 (4) 和 (5), 有 
рос bers rn euro, 


D, = z — H (— р у (1) 8 yi = (—1) Т” л" + (— 1) 
(2) 将 第 2 行 乘 以 一 1 加 到 其 余 各 行 后 ,再 按 第 2 列 展开 ,得 


— 0 0 = 0 0 
= 0 10 0 
2 2 # s 2 2 
отон 0 
о о 1 = Ø 0 
D,= |, O, ы. Ж ў „ [= 26-08 0 2 =Q 0 
о 0 0 п-3 0 
о 0 0 1—2 
© 0 0 == © a=2 
=—2(n—2)!. 


类 似 地 ,还 可 以 计算 下 列 行列 式 : 


a 0 0 0 b 
b а 0 о 0 
WD- * “7° |: 
0 0 0 a 0 
0 о 0 b a 
题 型 2 化 三 角 法 
例 1.8 计算 下 列 行列 式 : 
х+ау аз а, 
Q = % ГӘ “= 
а\ az Fas 
а а 0 0 
0 =а аз 0 
(2) D, = ч» 7 
0 0 0 -i 
2 2 2 — 2 


02) D,= 


2 


1.3 行列 式 的 一 些 典 型 算 例 О 


l n n n n 
n n n n 

n 3 n n 
n n n '—1 n 
n n n n n 


分 析 ”根据 行列 式 的 特点 ,综合 利用 行列 式 的 性 质 对 行列 式 进行 化 简 计算 。 


解 (1) 注意 到 ,该 行列 式 的 每 一 行 的 和 相等 ,所 以 将 第 2 列 至 第 n 列 的 元 素 均 加 到 第 
1 列 ,然后 提出 公 因 子 , 进 而 再 利用 行列 式 的 性 质 将 其 约 化 为 三 角 行列 式 计 算 。 具 体 过 程 
ШТ: 
= а аз a, 
工 十 al az a, S 
p. а х+а; a | z+); a 工 十 az а, 
а аз х+а, Р 
z+ У) а аз х+а, 
Ñ аз a, 1 а, a, 
-to T Težo n 
1 az + а„ 0 0 £ 
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(2) S i 二 1,2,…,n 一 1,n, 依 次 将 第 i 列 加 到 i 十 1 列 ,可 得 


—а\ 0 0 sss. 0 0 
0 — a: аз = 0 0 
0 0 = * 0 0 
Окы = . . - 
0 0 0 一 Ce a, 
2 2+2 2 2 2 
—a 0 0 0 о 
07 а 0 0 о 
210 0 ==; ° of 
0 0 0 б —a, a, 
2 2 十 2 2+2+2 = 2 2 
—a 0 о 0 0 
0 —a 0 = 0 0 
_|0 0 一 ao … 0 0 
0 0 0 =“ —a, 0 
2 2х2 2х3 … 2n 2(n+1) 
= (— 1)"2(n + 1)а\а»***а„ь 
fJ 1.9 证 明 : 
LQ, J ОД ei 
1 a 0 0 
D, = 1 0 а; 0 (r 2.) та, Салазтта, #0), 
1 0 0 = a 
该 行列 式 称 为 爪 形 行列 式 。 


分 析 “根据 行列 式 的 特点 .利用 行列 式 的 性 质 5. 将 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 ,即将 第 
1 列 中 第 2 行 至 第 4 行 的 元 素 化 为 零 。 
证 从 第 2 列 开始 ,每 列 乘 以 一 二 (i 一 2,3,…,) 加 到 第 1 列 ,可 得 


Пур прану 1 В CR soi 
аз аһ 
a 0 = 0 1 
р, = 0 0 аз (1a: a =} =» 
0 0 0 а, 


证 毕 


т.з 行列 式 的 一 些 典型 算 例 5 


类 似 地 ,可 以 计算 下 列 行列 式 : 
хт у y * y 


тут T2 Р Tn 
y T ә = у 
Tı хт °" л, 
a) р,=| у y z y|; (2) D,= А А : Ы 
Tı 2 s х, т 
У У y ` T 
1 п-1 # 
a b b b, 
2 . n n 
су a 0 . 0 
3 4 8 = n n 
(3) Оы=|с 0 а, … 0|; (4) D,= В 7 a А a he 
n—l n n ~ n n 
© 0 O ° & 
n n n "s. n n 
题 型 3 加 边 法 
例 1.10 计算 n 阶 行列 式 : 
titl хул; Bly = дуй, 
далу 好 十 1 лел, e zz, 
D, = | zsxi Lata 2 十 1 … zz, |。 
Жый даха л» E а 1 
解 ” 将 行列 式 D, 增加 1 行 1 列 后 ,得 到 如 下 行列 式 : 
1 21 Ts 23 e.. 2, 
0 ай FI 2122 2123 “> Zit, 
0 zs 25 +1 азл s Ziy 
Dmi = 2 ° 
0 аз Zaza Hl ° ал 
0 зү йр лз жы +1 


将 第 1 行 分 别 乘 以 一 zi ,一 zx，…, 一 zx, 对 应 加 到 第 2,3,….n 十 1 行 , 青 将 第 2,3,…， 
п+1 列 分 别 乘 上 tsr z, 全 加 到 第 1 列 , 得 


l Zz Zz i LEA +а + ж. ж M S 
= 1 

De 一 | 一 zz 1 = 1 
= 1 1 


三 1 十 а> 
类 似 地 ,可 以 计算 下 列 行列 式 : 
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z а; аз а, аі} а а а 
a x аз а> а atz: a a 
(1) D, ,= |a а, zs … a,l; (2) D,= a a atz; °° a 
a аз аз * x, a a a = ара 
(ZizZa…ze 天 0) 。 
题 型 4 递 推 法 
例 1.11 计算 下 列 行列 式 : 
2 -=l O === 0 0 4 š О == 0 0 
= 2 =] з= 0 0 1 4 3 = 0 0 
ap=| ° 7% Zr 9 wp 14 o °|, 
0 0 Q: ww 2 —1 о 0 0 = 4 3 
0 0 0 … —1 2 ооо 1 4 


分 析 从 结构 上 看 ,此 类 行列 式 称 为 三 对 角 行列 式 , 即 除 主 对 角 线 上 及 两 侧 元 素 外 均 为 
零 。 易 见 , 零 元 素 虽然 多 ,但 若 使 用 化 三 角 法 ,会 很 麻烦 ,结果 也 很 难 预测 。 因 此 ,采用 递 扒 


法 计算 。 
E D 对 于 D, ,将 各 列 加 到 第 1 列 , 再 按 第 1 列 展开 ,得 
É = 0 == 0 0 =} 0 0 = 0 0 
0 Жы Ж 0 0 2 =i 0 == 0 0 
0 —1 2 0 0 —1 2 —1 = 0 0 
у= s. ы (ы Q Ў = р +O D” А 
0 0 0 = 2 —1 0 0 0 … 一 1 0 
1 0 0 —1 2 о о O 2 一 1 


Da + Dñ GCD = Dati 
即 D, 一 D,-i1 二 1(n 之 2)。 易 见 ,D,-1 一 D,-s 二 1,…,D; 一 D,= 二 1, 于 是 有 
D, — D, = n—2, 


2 =1 
чаев? j ЕЯ 上 式 可 得 р, =п+1. 


(2) 将 行列 式 按 第 1 行 展开 ,有 
4 3 0 0 0 


à з о 0 
1 4 3 = 0 0 
£ 4 3 0 
0 1 4 = 0 0 
p. :| Б „ о рео i 4 + 
0 0 0 4 3 
0 0 0 4 
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3xC 1" o 1 4 = 0|。 
ооо 4 
上 式 右 端的 第 一 个 行列 式 恰 为 D,-: ,第 二 个 再 按 第 1 列 展开 即 为 Dr-o FER 


D, = 4D, 1 = 30,2. 
为 了 求 得 D, ,下 面 采用 两 种 方法 计算 。 


法 一 不 难看 到 ,等 式 D,=4D。: 一 3D。，: 可 以 变形 为 р, — Dn- =3(Dn-1 —– р,-:). Ж 


一 步 地 ,有 


D, = Dra = 3(D,1—D,s)= ++ = 3"(D,—D)= 3", 
其 中 D, =4,D,=13, 由 于 


D, — р.а = P; Da — Dirr = 3° Ds — Ds= 2D —D. = 3, 
将 这 些 等 式 相 加 ,可 得 
р, = Di = 3" 十 3 一 十 … 十 3?。 
于 是 
D, = 3" 十 3 一 十 … 十 3 十 4 =з Кз" 一 1)。 
法 二 їй 


D; = хр, = WD + = zD; +). 
通过 与 等 式 D, 一 4D,-1 一 3D,- 比 较 系数 ,得 
Z 十 ?一 4， 
人 一 3。 
所 以 有 
他 一 ;或 人 一 3， 
yx=3 уг = 1. 
当 取 zi =1,yi=3 时 ,有 
D, = D, = 300,1 = De) = 3"”%*(Р„—1,) = 3", 


利用 法 一 便 可 得 到 р, =F- 


当 取 zz 一 3,y: 王 1 时 ,有 
D = 30,1 (D; — 30,2) (D: 一 3Di) 1. 


利用 类 似 于 法 一 的 解法 , 仍 可 得 到 D, 一 二 (3 一 1)。 


评注 ”此 例 中 ,行列 式 的 展开 式 较 为 简单 ,法 一 直接 对 其 进行 了 分 解 ,进而 求 得 了 最 后 
的 表达 式 ,但 是 这 种 直接 分 解 的 方法 对 于 较为 复杂 的 表达 式 就 行 不 通 了 。 法 二 的 求解 思想 
是 : 先 假设 出 待 求 的 递 推 公式 的 形式 ,然后 利用 待定 系数 法 求 出 递 推 公式 的 表达 式 ,最 后 求 


出 行列 式 的 表达 式 。 这 种 方法 在 寻找 递 推 公式 时 较为 常用 。 
类 似 地 ,还 可 以 计算 以 下 行列 式 : 
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зао о о а йй о о 
а зао о а Фа MO se Q Q 
a= es a Ж-О. е ё Ж J 
Е С" оо @ sa 1 
0 0 0 = 4 3 0 0 Ó = ua 2a 


题 型 5 数学 归纳 法 


例 1.12 证 明 : 
1 1 1 … 1 


а Же Жи. ЖЕЗ а 
2 2 2 2 
D=|= а x< e zl= Що), 


1<j<i<n 


1 1 


а-ар ар 25у, 
Ж n > 2,“ ”是 连 乘 记号 , 它 表 示 全 体 同 类 因子 的 乘积 。 该 行列 式 称 为 范 德 蒙 德 
(Vandermonde) 行列 式 。 
分 析 这 是 一 个 经 典 的 行列 式 ,证 明 较 为 烦琐 ,需要 综合 利用 行列 式 的 性 质 和 按 行 ( 列 》 
展开 定理 及 数学 归纳 法 进行 证 明 。 
证 用 数学 归纳 法 证 明 。 
易 见 , 当 n==2 时 ， 


D, = 


结论 成 立 。 
假设 对 "一 1 阶 范 德 蒙 德行 列 式 结论 成 立 , 下 面 证 明 对 ” 阶 范 德 蒙 德 行列 式 结论 也 


М. o 

为 了 将 D, 降 阶 ,将 第 1 列 的 第 2 行 至 第 行 的 元 素 化 为 零 , 具 体 过 程 为 : 将 D, 的 第 
一 1 行 乘 以 一 zi 加 到 第 一行 ,然后 再 将 D, 的 第 n 一 2 行 乘 以 一 zi 加 到 第 ”一 1 行 ,以 此 类 
推 , 即 各 行 依次 加 上 前 一 行 的 一 zi 倍 , 得 


= 


1 1 1 ss 1 
0 22 — 21 T3 — Tı aee Ta — 21 
D. = |0 22 (22—21) | 


0 хтї*(х,—х,) F° (23—21) ++ Xx — 21) 
将 得 到 的 行列 式 按 第 1 列 展 开 ( 只 剩 下 一 个 n 一 1 阶 行列 式 ) ,并 提取 "一 1 阶 行列 式 每 
一 列 的 公 因 子 Вр zs 一 zi ,zs 一 Tz1，… ,ZX, 一 Xx1, 得 到 
22 = 21 z, — x e.. Z=, — gt 
mw i Wo i ss. di 


D,= 


xz’ (a, — ai) хтхЇ*(х,—ху) ++ zFr2(=z,— zi) 


(т; 


21) (2з 


т.з 行列 式 的 一 些 典型 算 例 ë 


1 1 1 

T2 T3 Tn 
а). = y| ы * 

me жй” ах? 


注意 到 ,最 后 一 个 表达 式 中 的 行列 式 为 n 一 1 阶 范 德 蒙 德行 列 式 。 于 是 ,由 归纳 假设 得 


D, = (zz — zi)(as — ау) (zm, — x1) TI (r: —z;) = П ба — z), 证 毕 
2<j<i<n 1<j<i<n 
利用 范 德 蒙 德行 列 式 的 结论 可 以 计算 下 列 行列 式 : 
i 1 1 1 
1 2 3 n 
(1) D,=|1 2? 3? . n |; 
1 2"-1 3" n" 1 
1 1 1 1 1 
ati atr atl att at 
(2) D= |а tan Bta dta thea Atat. 
好 十 z rite sitai riti zita 
ta aita ra TA а +ај 
二 、 课 后 习题 选 解 
1. 计算 下 列 行列 式 : 
1 3 ww 3 1 a az an 
3 2 3 1 atbh а an 
(1) D,= : Н ; (2) Dua =] 1 a а +b; a, ; 
3 3 п—1 : Н š Н 
3 3 3 1 a аз a, +b, 
1 十 z 2 п—1 п а = 0 0 
1 2-+= ~i n ax a 0 0 
3D=| ? Ë : з (4) D, = : š һә 
1 2 п—1+х n Р a a —1 
1 2 =} #Px qa” ах"! ar a 
分 析 根据 各 行列 式 的 特点 ,利用 恰当 的 方法 求解 行列 式 。 
解 (1) 将 第 1 行 乘 以 一 1 依次 加 到 第 2 行 到 第 n 行 ,然后 按照 第 3 行 展开 ,可 得 
š А 3 # 3 + 3 
ы, =й б -1 0 0 = 0 0 
р,= : |=2x (一 Di 。 С н н 
0 n—4 0 i б 
ө Š ж=8 о 0 #— 4 0 
о 0 = 0 s— 3 


3 3 3 
0 1 0 
0 0 2 ~ 0 0 
=2xC—)DxC р | f . | [= 60—301. 


0 0 0 … 7 一 4 0 
0 0 0 = 0 п— 3 
(2) 将 第 1 行 乘 以 一 1 依次 加 到 第 2 行 到 第 n 行 ,可 得 
1 a а “° а, 
0 b 0 … 0 
Dm =|0 0 b … 0|= ЫЬ, 
ооо. b, 
(3) 将 第 1 行 乘 以 一 1 加 到 后 面 各 行 ,然后 从 第 2 列 开始 加 到 第 1 列 , 以 此 类 推 ,可 得 


Kg. 127 s шей са 1 十 2 十 … 十 z 十 z 2 … n—1 

= х ~ 0 0 0 xr = 0 0 
D,= H = 

ел. ¿NK ¿sas * 0 0 0 х 

一 工 зе 0 = 0 0 = 0 x 


< (= +). 


(4) 将 第 1 列 的 公 因 子 a 提出 ,然后 将 第 1 列 加 到 第 2 列 , 再 根据 新 行列 式 的 情况 递 推 计算 , 于 是 


1 一 1 ++ 0 0 £ 0 . 0 0 
# а o 0 0 £ а+х = Q 0 
Dasi : Я ¿ẹl=al : Я А : 
z” az” … а 一 1 2" az" + z а —1 
z" az” ++ ar a a” az" +* ar а 
1 0 š =g 
* 1 工 a 
= а(х+а) = а(т+а)| : 
ama. ж" а =] а =i 
ы. ы ar a wF атт? ах a 
1 0 0 
= 1 0 
=a(zta)’| : ; i |= а (х +а)". 
r ыы ды а —1 
дет ar а 
2. 解 行列 式 方程 : 
1 1 1 1 
1 = 1 1 
basli Y -2a 1 |= 
1 £ ү = =x 


分 析 首先 利用 行列 式 的 性 质 进行 化 简 , 然 后 求 出 行列 式 的 表达 式 再 求解 。 


1.3 行列 式 的 一 些 典型 算 例 Q 


解 利用 行列 式 的 性 质 5, 将 第 1 行 乘 以 一 1 依次 加 到 第 2 Е # na TE 


1 1 1 oo 1 
0 = 0 
рһ= |0 0 1— 0 1. (一 z)(1 一 z…C 一 1 一 z) =o, 
0 0 0 #—141=— 
因此 ,该 行列 式 方程 有 nn 个 根 , 即 
2 0,22 1,23 2, z, = п 1. 
3. 证 明 下 列 等 式 : 
1+z 1 1 1 
wp=| 2 W7 ® ® шә», 
1 1 1+y 1 
1 1 1 1—y 
£ 0 0 ao 
=f (2 a 
ор] 2 оа аааз фаз 
I ал- 
—1 sfai 
a, 0 0 0 b, 
0 a 0 ГРА) 
а b s 
O Da =|, нир = П Ga ве), 
0 с о 0 dr 0 
ce» 0 0 0 0 d, 


分 析 利用 行列 式 的 性 质 、 推 论 及 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 求 解 行列 式 证 明 。 


证 (D 首先 将 第 1 列 乘 以 一 1 加 到 第 2、3 列 和 第 4 列 , 进 而 利用 行列 式 的 性 质 ( 可 加 性 ) 可 得 
12 = Е & 1 £ = х = = * £ 
1 = 0 0 1 =g @ 0 ЖЖ 0 0 
р, = = =r ys 
1 0 y 0 E 0 y 0 о 0 y 0 
1 0 0 —у 1 0 0 —у о 0 0 — 
其 中 
一 全 # W == =# 0 1 = 一 十 
1 == 0 和 * 0 @ 1 0 0 
= (— z) = (— x) 
10 у 10 y 10у 0 
i o 0 =y 10 Ó =y 10 0 =y 
t =g = 
=(—х)|1 y 0 |= (х) (зу – ху) = 0, 
1 0 =y 


(2) 当 z 一 0 时 ,容易 验证 结论 成 立 ; 当 工 交 0 时 ,依次 将 第 ii 一 1,2,… oa 一 1) 行 乘 以 二 加 到 第 ;十 1 行 ， 
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则 有 
х 0 у = 0 ao 
0 xz 0 … 0 а + 
T 
0 0 z œ 0 e+ 二 (w+ 人 
I I 


ооо = (к(а) 
1 


о о 0 .- 


© 


ztaa + [e= + (+ 1 (в +®))) 


= = [taa Tes + [+z (e +%)))] 


= zQ"-+a- z+ ara. 


sn 一 1,n) ,依次 对 位 加 到 第 2n, 


D 这 里 假设 ai 关 0, 将 第 1,2,…,n AARM 201011,5 


2n—1,--,n+1 行 (用 行 运算 的 符号 可 表示 为 rain тю) ) ,得 到 


+ 
а, 0 .. 0 Spi 0 b, 
0 ам с 0 - ba 0 
0 0 с G b 5 0 0 
0 0 з 0 dh = 0 0 
Da = OTA 
оо. 0 0 а Ы E 0 
armi 
0 0 * 0 0 e 0 d, — b, S= 
a, 


= aa pı an (à b © IG ë, @ J (a. b, <" ) = 


i=l 


1. 计算 下 列 行列 式 : 


п п—1 п—2 = 2 1 2 1 1 … 1 1 
=f х 0 ё 0 0 1 3 1 1 1 
Н ОСЕ Кел =" Р 
0 0 0 ЩЕ 7 0 1 1 Ш 22 1 
0 0 0 ө. =. 1 1 1 T ati 
1 2 >> #—1 п 
2 3 pes. n n+1 
(33 р,= | š Н $ ° 
ami n ar = 2п—2 
п п+1 … 2n—2 2п—1 


т.з 行列 式 的 一 些 典 型 算 例 9 
分 析 根据 各 行列 式 的 特点 ,利用 恰当 的 方法 计算 行列 式 。 


解 (1) 从 第 1 列 开始 ,每 列 乘 以 工 加 到 后 一 列 , 然 后 按 最 后 一 列 展 开 , 可 得 


п пх+п-1 mtis Date? ++ пкт +612 пх +6 +1 
=f 0 0 а 0 0 
D,= ы -1 0 59 0 0 
0 0 0 e» 0 
0 0 0 — = 


= (—1)°% С Dien + (n— 0а +++ 21] 
=u + (п Dr += T 22-+ 1, 


(2) 将 第 1 行 乘 以 一 1 依次 加 到 后 面 各 行 ,然后 从 第 2 列 开始 依次 乘 以 十 (Gi 一 2,3，… sa 加 到 第 1 列 
可 得 


211 1 +++ + 4 i 1 1 
Е. 0 2 о 0 
om ff o анат 
=ý o oat Я К ЕИ 
= @°@ в бо ож H oo Шы 


= (2 上 + 工 十 … 十 二 nl。 
СЫС), 


(3) 易 见 ,将 倒数 第 2 行 乘 以 一 1 加 到 最 后 一 行 ,将 第 1 行 乘 以 一 1 加 到 第 2 行 。 由 于 第 2 行 和 最 后 一 
行 的 元 素 全 都 是 1, 因此 有 


1 2 n—1 n 
£ 1 1 £ 
D, = š 0, 
n—1 n 2n—3 2п—2 
1 1 L 
2. 证 明 : 当 ? 为 奇数 时 ,有 
0 а а 
pi = Zar ы азм =o, 

一 ao — аљ e 0 


分 析 利用 行列 式 的 性 质 1 和 性 质 3 证 明 。 
证 明 将 行列 式 的 每 一 行 提出 公 因子 一 1, 并 利用 性 质 1 将 行列 式 进行 转 置 , 可 得 


0 аш ** ам 0 一 aa ** —аһ 
—а 0 e ax аш 0 "<= 
D= “” ,. "=| |= — 5p,, 
一 0 ~an ** 0 as as '*“ 0 


3 n AAR, ж 2D, 一 0, 即 D,=0, 
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3. 证 明 下 列 等 式 : 


а —a 0 
а аз 
G p, = Эуе 
0 0 0 + ау 一 an 
1 1 - 1 1+a, 
= aaz…an (1 + > =) (ааз*а„ 2 0); 
cos = t 0 
1 2cos x 1 
(2) D,= N н = Аш š š = cos nz; 
0 0 0 = бок 1 
0 0 0 =“ 1 2cos x 
а" (а+1)" … (а+п—1)" (а+п)" 
а"! (а+1)”1 + (а+я—1)7' latna)" 
G) D. a= | + i ;: |=C—1221 31 eal 
a а+1 ee i a+n 
1 1 ee. 1 1 


分 析 根据 各 行列 式 的 特点 ,利用 行列 式 的 性 质证 明 结论 。 
证 D 对 行列 式 每 列 提 公 因子 ai(i 一 1,2,…,z), 从 第 1 列 开始 依次 加 到 后 一 列 可 得 


1 -1 0 = 0 0 
ï =p 0 0 
0 1 … 0 0 
D,= alazas…arlian : : 
0 0 0 1 —1 
1 1 1+w 
a а аз ака a, 
1 0 0 
1 0 
0 0 
= aiasas*a, ja, | š š š 
0 0 0 аш 1 0 
= n 
nata a ata 1 А2 
= aaa, [1 + > z): 
= a 


(2) 利用 数学 归纳 法 证 明 。 当 n=1 时 ,|cos z| 一 cos z, 结 论 成 立 。 
假设 结论 对 n 一 1 阶 行列 式 成 立 , 则 有 D,-: 一 cos (n—1)=, 
下 面 证 明 结 论 对 n 阶 行列 式 有 DD, 二 cos nr, HF D, , 按 最 后 一 行 展开 可 得 


1.4 克 莱 姆 法 则 


cos = 1 0 
1 2cos x 1 
0 1 2cos х 
D.= А 
0 0 ++ 2cos х 1 
1 2cos x 
cos = 1 0 
1 2cos т 1 
0 1 2cos x 
= 2cos Dra + — D) 
0 0 0 < св 0 
0 0 0 а 1 1 


= 2с05 zcos (п — 1) 2 — cos (п — 2) х = cos пг, 
因此 结论 成 立 。 

(3) 对 行列 式 进行 换行 运算 ,整理 成 范 德 蒙 德行 列 式 , 即 可 证 明 结果 。 注 意 到 ,该 行列 式 为 n 十 1 阶 行 
列 式 。 将 行列 式 的 最 后 一 行经 过 nn 次 相 邻 对 换 ,将 其 换 到 第 1 行 ,然后 再 将 新 行列 式 的 最 后 一 行经 过 n 一 1 
次 相 邻 对 换 到 第 2 行 ,依次 进行 ,可 得 

1 1 e 1 1 
а" (al) = (ба+я—1)” Gt 
Dm = С 10)" š š 
а? Cat s (а+я—1)# (tan) 
a a+1 = а+п- 1 а+п 


1 1 ‘ws 1 1 
a a+1 . а+п—1 а+п 
= C—-1y' C— 1 | £ H : = e 


а? (a+1) … (a+n—1) (at+n)’ 

at (a+1): ++ (a+n—1 (at+n)’ 

1 1 aes 1 1 
a atı as a+n—1 atn 
= (=P E : $ 
а") A <s = atn 
a (a+l1” ~ (ata—l)y (atn) 
not) КАТ 


= 5” [[ аъдо a+] 0 2131-1 


п>ї>ў>0 


@&,4 y ЖЕШ IJ 


一 、 知 识 要 点 
对 于 含有 个 未 知 数 的 个 线性 方程 所 构成 的 n 元 线性 方程 组 


anaí 十 aizzz 十 … 十 amnz = bis 


азах azt 十 … Баһ, = bz, 


(1.14) 


ааа + айах tt amts = brs 
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当 线性 方程 组 (1. 14) 的 常数 项 b Бо е ор, BERE RAIER XR EJ B. 当 b, ,b, ,…， 
b, 全 为 零 时 , 即 
апа ++ ах; 十 … 十 az 一 0， 


алх 十 azzZz 十 … 十 aznzn = 0, 


(1.15) 


аах Hantz +° +a,z, = 0, 
称 为 对 应 于 非 齐 次 线性 方程 组 (1. 14) 的 齐 次 线性 方程 组 。 
特别 地 ,以 线性 方程 组 (1. 14) 的 未 知 量 的 系数 构成 的 行列 式 记 为 


ап аг * ам 

ал q аз 
D= й ë 

аһ a, ам 


称 为 线性 方程 组 (1. 14) 的 系数 行列 式 。 
定理 1.3( 克 莱 姆 法 则 ) ”如 果 线 性 方程 组 (1. 14) 的 系数 行列 式 不 为 零 (D, 天 0) , 则 该 线 
性 方程 组 有 唯一 解 , 其 解 可 表示 为 
р! D: Dz 
21 =p’ 22 р," 6. „= р, . 
其 中 D; 是 将 系数 行列 式 D, 中 第 j 2100447363 y 91462 Ж RON bi sbs sbn 所 得 到 的 
n 阶 行列 式 , 即 


(1.16) 


ац S py бу yp “> а 
аа * azja бз аз ° ам š 
D. = |. 5 Ж Е a ie J = 1,2,-.n 
da *** д4 Ü дын ** Таа 
推论 ”线性 方程 组 (1. 14) 无 解 或 有 至 少 两 个 不 同 的 解 , 则 它 的 系数 行列 式 必 等 于 零 , 即 


D,=0, 
特别 地 ,对 于 齐 次 线性 方程 组 (1. 15) ,zi 一 zz? 一 … 一 zs 一 0 显然 是 此 线性 方程 组 的 解 , 这 
个 解 称 为 齐 次 线性 方程 组 (1. 15) 的 零 解 。 
定理 1.4 ”如果 齐 次 线性 方程 组 (1. 15) 的 系数 行列 式 不 为 零 (D, 隆 0), 则 此 线性 方程 组 


有 唯一 零 解 。 
推论 ”如 果 齐 次 线性 方程 组 (1.15) 有 非 零 解 , 则 其 系数 行列 式 必 为 零 , 即 D, 一 0。 
=. 经 典 题 型 详解 


题 型 1 用 克 莱 姆 法 则 求解 线性 方程 组 
例 1.13 解 线 性 方程 组 


2+ 22 T 23 = 5, 
2z + ха — z; —z = l, 
zi Hrt: — zs 二 = 2, 
zı + 2r; + 3z, = 2. 


分 析 根据 克 莱 姆 法 则 进行 求解 。 


1.4 克 莱 姆 法 则 9 


Ж HT 
1 1 1 0 5 1 1 0 
р, = |? 1 —1 1н |! 1 一 1 —1 о 
1 2 —1 1 2 2—1 1 
1 9 Š 3 2 0 2 š 
tS 1 0 L T 5 0 1л 1 5 
p=- 1 一 1 сае 2 1 1 ырк e Т 18. 
1 2 —1 1 122 1 1 2 —1 2 
t.S 2 3 1 02 š 10 2 2 
因此 ,此 线性 方程 组 的 解 为 
Ж 1 m 27 = 12. РУ 9 
10 10 5 10 
题 型 2 综合 应 用 题 
例 1.14 a,b 取 何 值 时 ,使 得 齐 次 线性 方程 组 
axı + zx + zs = 0, 
| + bz, + zs = 0, 
xı + 2br: + zs = 0 
只 有 零 解 ? 
分 析 根据 定理 1.4 求 解 。 
# ”由 于 
а 11 
Юз = |1 b 1| = 6-а = (1-а). 
1 2 1 


根据 定理 1.4, 当 D, Z0 В a41, Н. 2520 时 ,此 线性 方程 组 只 有 零 解 。 
类 似 地 ,可 以 求 : 14 A 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(A— 1)=z, + 2xz=; — z; = 0, 
>= 十 (A 一 3)z: — zs = 0, 
— zy — zs (А —1)zy = 0 
有 非 零 解 ? 
例 1.15 # f) Sco tartea +- сол". АЗЕ ЗЕЛЕНА ДЕВА. 车 f(z) 有 nn 十 1 个 
不 同 的 根 , 则 f(z) 是 一 个 零 多 项 式 。 
分 析 利用 定理 1.4 以 及 范 德 蒙 德行 列 式 证 明 。 
证 由 于 f(x) 有 nn 十 1 个 不 同 的 根 ,不 妨 设 为 Tosti srst sa H nA (i 关门, 则 有 


со схо Herri + сих = 0, 
co 十 cazli 十 cz 好 十 … 十 cz 一 0， 
со exet emer = 0, 


上 述 方程 可 以 视 为 以 cosci stoc, 为 未 知 量 的 n 十 1 元 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 为 
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1 а 2 20 
2 
1 ж а 21 
= 2 2 
Dn == 1 T2 15 * Tn|e 


1 =“, z: -t 
不 难看 出 ,该 行列 式 为 范 德 蒙 德行 列 式 的 转 置 , 且 满足 +Z x; (i 关门 ,因此 D. 0, H 
定理 1.4 知 ,此 线性 方程 组 只 有 零 解 , 即 c; 二 0(i 二 0,1,2,…,n) ,因此 f(z) 是 一 个 零 多 项 式 。 
证 毕 
例 1.16 求 使 一 平面 上 三 个 点 (zi,yi),(zs,yz),(zs,ys) 位 于 同一 直线 上 的 充分 必要 
条 件 。 
分 析 ” 依 题 意 , 设 出 直线 方程 的 一 般 形式 ,代入 三 个 点 建立 线性 方程 组 ,然后 根据 定 
理 1.4 的 推论 给 出 解 的 存在 条 件 。 
解 ” 设 平面 上 的 直线 方程 为 
ах +бу+с=0, а,Ь ЖЮ О. 
依 题 意 ,有 
axı +byı +c = 0, 
ax: + бу; +c = 0, 
ахз + by, +c = 0, 
以 a,b,c 为 未 知 数 的 三 元 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 


Tı y 1 


D; = |z: уг 1|= 0。 


хз уз 1 
ERREDH ZA C syi) Сао sy) s (zsyys) 位 于 同一 直线 上 的 充分 必要 条 件 。 
三 、 课 后 习题 选 解 
qam 
1. 用 克 莱 姆 法 则 求解 下 列 线性 方程 组 : 
Zi 十 zz 十 zs 一 0， 2х\— z;— z, =4, 
(1) кчы ы (2) /3zi 十 4zz 一 2zs 一 11， 
4z1 十 8zs 十 2zs 一 45 За —2z; +42;=11, 
分 析 根据 克 莱 姆 法 则 (定理 1. 3) 求 解 , 并 利用 行列 式 的 性 质 计 算 行列 式 。 
解 (1) 因为 
ü Ж 3 о 1 š 
D. 2 —3|=34, р 10 —5 —3|= 68, 
4 8 2 4 8 2 
10 1 W 21.0 
D; 2 10 3|=0, Di 2 5 10 68, 
4 4 2 4 8 4 


由 克 莱 姆 法 则 可 得 r =2,z;=0,z, = —2, 


14 — 5) 


(2) 因为 
2 一 下” 一 下 + =} =} 
D; 3 4 2 60, D; 11 4 2 180, 
3 —2 4 1 = 4 
2 4 —1 # =] 4 
D; 3 11 2 60, Di 3 4 11|= 60, 
3 11 4 3 -2 N 
由 克 莱 姆 法 则 可 得 zi 一 3,zz 一 1,zs 一 1。 
2. 判断 下 列 齐 次 线性 方程 组 是 否 只 有 零 解 : 
ZI 十 zz 十 zs 一 0， Zl 十 zz 十 zs 一 0， 


(1) 22 Hr: +z, =0, 


х +22, +3z; =0, (2) 
3zl 十 3zz 十 z; =0; 


分 析 根据 定理 1.4 判断 并 求解 ,并 利用 行列 式 的 性 质 计算 行列 式 。 


2 +z, =0, 


й (1) 因为 
1 2 4 
D = |1 2 3|=—2=#o, 
agoi 
由 定理 1.4 可 知 ,此 线性 方程 组 只 有 零 解 。 
(2) 因为 
111 
р, = |2 1 1|=o, 
ora 


由 定理 1.4 的 推论 可 知 ,此 线性 方程 组 有 非 零 解 。 不 难 求 得 
2 =0, m = Ё, аз 一 一 人 ， 上 为 任意 常数 。 


З. A 取 何 值 时 ,下 列 齐 次 线性 方程 组 


Xl 二 z;+Àz, =0, Ал + zz 十 zs 一 0， 
a) | —zi tàr: + zs 一 0， (2) | Zi 十 Mzz 十 za 一 0， 
Zi 一 zz 十 2zs 一 03 3zi 一 zz 十 zs 一 0 


有 非 零 解 ? 
分 析 根据 定理 1.4 的 推论 进行 判断 并 求解 ,利用 行列 式 的 性 质 计算 行列 式 。 
解 (1) 由 于 


£ 1а 
D=|-1 aà 1|=—-а—ф@+1), 
1—12 
根据 定理 1.4 的 推论 , 当 Ds 二 0, 即 4 二 4 或 4 二 一 1 时 ,此 线性 方程 组 有 非 零 解 ; 
(2) 由 于 
> qA 
D, = |1 à 1|= Q—1, 
3 —1 1 


根据 定理 1.4 的 推论 , 当 D, =0, H A=1 时 ,此 线性 方程 组 有 非 零 解 。 
4. 求 三 次 多 项 式 f(z)=a Hartat Hart ,使 得 f(—1)=0,f0(1)=4, fO) 1, f(3)=16。 
分 析 利用 已 知 条 件 将 所 求 问题 转化 为 线性 方程 组 ,进而 利用 克 莱 姆 法 则 求解 。 
a 依 题 意 ,将 f( 一 1)=0,f(1)=4,f(2) 1.703) =16 代入 多 项 式 F(z) 一 ao 十 aiz 十 az 十 ass 


人 第 1 章 行列 式 


可 得 
а — а + а – аз= 0, 
а + а + а + аз= 4, 
а, 十 2ai +4а; + 8a; = — 1, 
ао 十 3al +9аг 十 27as = 16. 
上 述 方程 组 可 视 为 以 ao,a1,az sas 为 未 知 量 的 4 元 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 恰 为 范 德 蒙 德 行列 式 的 转 


置 , 帮 是非 零 的 。 利 用 交 莱 姆 法 则 可 得 ,此 线性 方程 组 的 唯一 解 为 4 一 11,41 一 一 竺 ,a4 一 一 9,0s = B 
此 三 次 多 项 式 为 f= Eaha, 
1. 用 克 莱 姆 法 则 求解 线性 方程 组 : 
2х\+ zz 一 5zs 十 z= 二 8， 
gi~ dy —6х,=9, 
2z,— z +2r = —5, 
2 4х —7z; +6z, =0, 
分 析 利用 行列 式 的 性 质 计算 行列 式 , 并 根据 克 莱 姆 法 则 (定理 1.3) 求 解 。 
解 经 过 计算 可 以 求 得 
2 I =5 1 8 1 —5 1 
pal ТӨ. кыы т боё ш, 
0 2 =ł 2 =% 2 =} 2 
1 4—7 6 0 4—7 6 
2 8 一 5 1 2 1 8 1 
Di = 1 9 0 —6 106 网 三 (И) 9 = 
@ =5- =] 2 0 2 —5 
1 @ =7 6 1 4 0 6 
2 1 =$ 8 
Di = 1 = 0 9 = 27, 
0 2-1 –5 
1 Ж, =] 0 
因此 ,此 线性 方程 组 的 解 为 
zi = 3,22 4.23 1.5 = 1. 
2. 对 于 线性 方程 组 
《5 一 人 )zi + 2х; +2х,= 0, 
221 +‹46—)х›; 一 0， 
2z + (4 一 人 )zs 一 0， 


4 取 何 值 时 ,此 线性 方程 组 : (1) RAEE: (2) 有 无 穷 多 解 ? 
分 析 利用 行列 式 的 性 质 计算 系数 行列 式 , 并 根据 定理 1.4 及 其 推论 判断 。 
解 不 难 求 得 ,此 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 
5 一 人 2 2 
2 6—4 0 
2 0 4—А 


D; Q—5Q—-2 (4 — 8), 


— mD 


(1) 由 定理 1.4 可 知 ,要 使 此 线性 方程 组 只 有 零 解 ,要 求 D#0, H 1#5,2,8; 
(2) 由 定理 1.4 的 推论 可 知 ,要 使 此 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 ,要 求 D: 一 0, 即 4 二 5, 或 4 二 2 或 4 二 8。 


1. 填空 是 
а 31 amg 208 6—3 
(1) 设 |5 0 1|=1,W| D,=| 5 2 4 |= 。 
с. E 1 ү 1 
2 х 0 0 
(2) D 一 | 19 9 | 中江 的 系数 为 
A 3 2 
=} 32 
kan kan Каз kan an аг аз ац 
(уре kan kan kan ЖЁаң| _ an аз аз аң А 
kaa Каз: kas kax аһ аю аз ам 
kaa kaw kas kau аа aqe аз aa 
1 1 1 1 
Е 12 3 a Е 
(4) р, = 1 2 3 æl” ° 
LP F д9 
1 0 2 
G)D=|=* 3 1| 的 元 素 az 的 代数 余子 式 Aiz 一 一 1, 则 元 素 an RARP Ал = 。 
| x 5 
й (1) 利用 行列 式 的 可 加 性 、 转 置 性 、 倍 加 性 将 目标 行列 式 化 简 为 已 知行 列 式 的 形式 , 即 
4 一 3 6 一 3 с—3 a b c = a 5 1 & 3 1 
D; = 5 2 4 一 |5 2 4| 十 5 2 4 b 2 1 b 0 1 1. 
T š š | a 1 1 1 ¿€ # 1 c 2 1 
(2) 不 难 求 得 
2 s S £ 
D, = | | = (6 一 z)(10 一 3z)， 
1 3 3 2 


所 以 х? 的 系数 为 3。 


(3) 利用 行列 式 的 性 质 3 的 推论 1 可 知 ,应 填 的 空 为 k*。 
(4) 显然 ,该 行列 式 为 范 德 蒙 德行 列 式 , 因 此 D =2(а—1) (а—2)(а—3). 


(5) ҖИЖ,А„=(—1)!'? MH | 一 一 1，, 解 得 zx 一 1, 于 是 az 的 代数 余子 式 为 
= + 0 2 = 
Ал =(=) 1 1-2, 
2. 选择 题 
(1) 设 有 如 下 行列 式 
0 ам 
azm аһ 
D, = š ` 
0 amiz … amimi Arin 
аа аш O аы аһ 


> 第 1 章 行列 式 I 


ЖЖ aya, ia 前 面 的 符号 为 (。 )。 


А. (—1” в. (— D! c. (р D. (—1)+” 
(2) 4 阶 行列 式 中 包含 因子 azs 的 项 的 个 数 为 ( > 
А. 2 B. 4 С. 6 D. 8 
а 0 0 b 
(3) D, = М 本 ч , ТОУ 
а 0 0 b 
А. ауазаза, —bib:b:sb, В. алагаза +b bzbzbı 5 
С. (аа, —bib; )(a;sa, —b;sb,); D. (aa — b,a, ) (azb; —b;as) 
a b 0 
(4) B% D = | —b а 0|=0, 则 ( )。 
= |! 
A. a=0,b=—1 B. a=0,b=0 С. a=1,b=0 D. am1,b=—1 


3x, Hkz: — z; =0, 
6) i 全 za 一 0, 有 非 零 解 , 则 kt 一 ( ), 
kz, — 5x: — x; =0 
А. 0 В. 1 С. 一 1 或 一 3 D. 3 
й (1) 利用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 求 解 , 选 D。 
(2) 利用 定理 1. 1( 行 列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 ), 将 行列 式 按 第 2 行 第 3 列 展 开 , 得 到 一 个 三 阶 行列 式 ， 
该 行列 式 共 包含 6 项 ,于 是 4 阶 行列 式 中 含有 azs 的 项 数 共 有 6 项 ,因此 选 C。 
(3) 利用 行列 式 的 性 质 5, 将 其 化 为 上 三 角形 行列 式 可 得 Р, = (а,Ь, ba) (аб Баз), ЮЖ D. 
(4) 将 三 阶 行列 式 按 第 3 列 展开 ,可 得 D; 二 a? 十 b* 二 0, 于 是 有 a,b 同 时 为 0, 因 此 选 B。 
(5) 不 难 求 得 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 


3 k 一 了 3 k+4 0 
D, = |0 4 1|= |0 4 1 B era = (k+1)k +3), 
k —5 —1| |z —1 о кут 
依 题 意 ,根据 定理 1.4 АЗА, шр —1 3 k= —3 时 ,此 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ,因此 选 C。 
3. 计算 下 列 行列 式 : 
02345 1 2 a— 3 n 
10 3 4 5 2 3 n 1 
(1) р;= |1 2 0 4 5j; (2) 也 ,一 Ё ; 
12305 п—1 n n—3 n—2 
1 2 3 4 0 n t а=2 a=] 
a ath a+2h … a+(n—2)h a+(n—1)h 
—a a 0 0 0 
Q= | 72 е н ° а 
0 0 0 а 0 
0 0 0 -a a 


а 一 和 0 
аз ж el 
wp ° ° * 
anmi 0 0 # =й 
a, 0 0 0 < 


分 析 根据 各 自行 列 式 的 特点 ,利用 计算 行列 式 的 方法 进行 计算 。 


__ ‚== ==; 


解 (1) 将 第 1 行 乘 以 一 1 依次 加 到 后 面 各 行 , 再 将 第 2,3,4,5 行 分 别 加 到 第 1 行 ,可 得 
о2 за 5 4 0 0 0 O 
1-2 0 0 O 1-2 о о 0 
D=| 0—3 о о = |1 о -3 о о|=480, 
1 0 0—4 0 1 0 0—4 0 
1 о о 0—5 1 о о 0—5 
(2) 依次 将 第 i(i 二 n 一 1,n 一 2，,…,1) 行 的 一 1 倍加 到 第 i 十 1 行 ,然后 将 第 2,3,…,n 列 全 加 到 第 1 列 ， 
再 根据 行列 式 的 情况 进行 计算 ,于 是 
1 2 3 Р sail 2 3 п 
ка. 1 йд 0 1 1 1—n 
D,= |: š : i |= * А ; š 
1 1 1-а š I =s i 
1 1-п 1 1 р i 
1 1 1—n 
nnt+D)| { : : 
2 1 1-а p. |: 
1—n 1 П 
再 将 n 一 1 阶 行列 式 的 第 1 行 乘 以 一 1 加 到 其 余 各 行 后 ,将 第 1,2,…,n 一 2 列 全 加 到 第 n—1 列 , 得 
L; p i 1—n £ f 1 一 1 
о о O п 0 0 O 0 
р,= zz 十 1 : : : : arat). : : : 
ST ss S : me | : : 
0 = e n 0 =# 0 0 
=p 0 0 n -g 0 0 0 
"ОЕ C pea C aC = C pP Lrt D, 
(3) А# n AAH fk X a P| W Я], *[ # 
na 十 (1 十 2 十 … 十 n 一 Dh 2a+(n—2+n—1)h a+(n— Dh 
0 0 0 
也, 一 } š š 
0 a 0 
0 0 a 
= (et 


(4) 当 z 一 0 时 ,不 难 求 得 ,D, 一 an 。 


当 z 关 0 时 ,从 最 后 一 行 开始 ,每 行 均 乘 以 工 加 到 前 一 行 ,可 得 
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0 0 
# 0 
了 ,一 о 
ал+ 0 0 

х 
а, 0 0 


D; 


Il 
enuon юы 


wenn 


R: (1) Аз +2As +3As +4As +5Ass; (2) Аз HAs HAs Ж Ам Аз, 
分 析 注意 所 求 表达 式 中 对 应 元 素 所 在 的 行 和 代数 余子 式 所 在 的 行 ,然后 合理 利用 行列 式 的 性 质 及 其 


推论 求解 。 


解 (1) 注意 到 ,Asi 十 2Ass 十 3Ass 十 4As4 十 5Ass 等 于 用 1,2,3,4,5 分 别 替换 Ds 的 第 5 行 对 应 元 素 所 


得 到 的 行列 式 , 则 


Аз + 2As + ЗА» + 4А + 5А» = 


(2) 利用 与 (1) 相 同 的 方法 可 知 


5Аз + 5Аз» + 5Às + ЗА 十 34xs = 


2Аз + 2Аз» + 2А» 十 14: + 1А; 


不 难 发 现 ， 


Fe о л н 


њ to со л ко & t єл єл кє 


to to го «л гю 


о to to єл to Ф to «л «л гю 


Аз + А» + А» = 0,Au РА» 


5. A 取 何 值 时 ,线性 方程 组 


Zi 十 zz 十 zs 一 5， 
ху Hr: — zs = 3, 


2ху— zz 二 Ara 一 


7 


© м «єл єл ф 


‹л to го «л Фф m t «л «л о 


0, 


= — ж о = 


оо кю кюк о ж t кю ош о = 


л кою о «л 


б ко — фо m фо к о оо m 


== 


有 唯一 解 ? 
分 析 利用 克 莱 姆 法 则 判断 ,行列 式 可 利用 行列 式 的 性 质 进行 计算 。 
解 不 难 求 得 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 


1 1 1 1 1 1 
D; 1 À 1 0 а=1 2 4-1) 4— 2) —6= Q+) GQ — 4). 
2 =] À 0 =з 4—2 
根据 克 莱 姆 法 则 可 知 , 当 Di 天 0 时 , 即 天 一 1 和 4 时 ,此 线性 方程 组 有 唯一 解 。 
6. 已 知 齐 次 线性 方程 组 
GQ — 1) + 2z: 一 ar,= 0, 
| 3zl +Q —a)z; + 3z,= 0, 
一 azl 十 2х, КА 1)z; = 0 
ЖА, Фай, ЖАВИ, 
分 析 根据 定理 A 的 推论 判断 ,利用 行列 式 的 性 质 计 算 行 列 式 。 
E 不 难 求 得 , 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 
A—1 2 —a А=1 2 s 
D;= 3 А-а 3 |= 3 А-а 3 
—a 2 à—1 =а-А+1 0 А—1+а 
А-1 2 А=1-а 
= (—а—А+1)| 3 А-а 6 (-а-А+О А-а 4) А -а+3), 
1 0 0 
根据 定理 1.4 的 推论 , 当 Di 一 0, 即 1 一 1 一 a 或 4 二 a 一 3 或 4 二 a 十 4 时 ,此 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 。 
7. 证 明 下 列 等 式 : 
"+ а 二 1 
2 十 工 1 
《1 D= erg I ii i =0(abcd=1); 
e+} c + 1 
а+2 а 101 
f =1 1 =i 
1 =i stih =} 
(2) D= == 
1 一 1 =1 
тр 5—1 1 = 1 
a+b ab 0 0 0 
1 a+b аЬ 0 0 
оа T p о © | =” м, 
š Б Ё š š a—b 
0 0 0 atb аЬ 
0 0 0 yes £ a+b 


分 析 根据 行列 式 的 各 自 特点 ,利用 行列 式 的 性 质 和 推论 证 明 。 
证 (1) 利用 行列 式 的 性 质 3, 将 行列 式 进行 拆 分 ,可 得 


a а š =: a r: 1 
а a a 
А 1 1. 1 
# # + yi! 
D, = itla АЕ 
ё c — 1 = Q S 4 
c c c 
2 1 1 1 
Фат | [жат \ 
对 于 上 式 中 的 第 2 个 行列 式 ,在 第 1.2.3 ,4 ТАЯНЕ TT, TOE abed=1, Е 
进行 三 次 列 交换 ,可 得 
£ TE Liai а ё а 1 
а а а а 
1 1 l p š 2. 
zèr ув» # $ = 1 
T abcd = * 
з. TEAR | cli 
c c c c 
141 3 а ла 
agi Fd 1d Ф ЖЕ. 


于 是 ,Di 一 0。 
(2) 将 行列 式 的 第 1 行 乘 以 一 1 加 到 第 2、3、4 行 ;然后 将 新 行列 式 的 第 1.2、3 列 加 到 第 4 列 , 再 进行 两 
次 行 交 换 , 可 得 


т Р ТИЕ а. 1 = г P: х 0 0 0 
0 @ £ =# 0 E 0 т 0 0 
D, = = = ==, 
0 * 0 —* 0 Юю 6 0 0 ЖЕ, 
х 00 == * 0 0 0 k Жж 
(3) 法 一 ”利用 数学 归纳 法 证 明 。 
з n=1 时 ,1a 二 6|==a 十 b= 和 二 给 ,结论 成 立 ; 
候 设 结论 对 一 1 阶 行列 式 成 立 , 则 有 p =S, 


TERAGA n MIARA D 0" HF D , 按 最 后 一 行 展开 可 得 


a+b аЬ 0 ee 0 0 
1 a+b ab ... 0 0 
0 1 atb > 0 0 
D,= + + + . . 
0 a+b аЬ 
1 a+b 
a+b аЬ 0 
1 a+b ab 0 
1 +b 0 
= (a+b) Dri + DHD = | 
0 a+b 0 
1 ab 
М Siopa „сй ыз 
= 
а а а— 6 


i — 


因此 结论 成 立 。 


法 二 利用 递 推 公式 证 明 。 易 见 ,Di 一 a 十 2,D: 一 az 十 a6 十 妇 。 将 行列 式 D, 按 最 后 一 行 展 开 , 可 得 
a+b ap 0 0 0 
1 atò ob = 0 0 


1 ah s о o 
D,= (a+ DD , 十 (一 De т Ж I 


= (a +b) Drai —abD, , o 


上 述 等 式 可 转换 为 D, —aD,-1 =b(D,-i —aD,-,), 8 


D,—aD.! _ b. 
Dri — aD n2 
不 难 求 得 
Р”, ар, = b° (D: ар) = tn, 
容易 看 到 
D, — aD, = ',aD, i — at 0,2 = ab" sa? D, , — a° D, = att, 
e a° Ds — a D: = ат? ,а"0, —a”1D, = а. 
将 这 些 等 式 相 加 ,然后 合并 同类 项 ,可 得 


D, —a™' D, = b" + а" + = +a”, 


а“ 一 prt 
D, = tab + am qL s = S, 证 毕 
‚А, ы ы ыы СҮ 
ОООО 
ММ ААСО О 
0 ab 0 
a 0 0 b 
(1) D,= 一 ( )。(2014 年 ) 
оса 0 
соо а 
А. (ad—bc)’ В. 一 (ad 一 5c) С. аа Бс D. 6с –а?а? 
са оо 
= С Я Е н ab 0 0 
提示 : 利用 行列 式 的 性 质 2, 将 行列 式 分 别 进 行 一 次 换行 和 一 次 换 列 , 可 得 D, = @ al ‚È В. 
c 
0 0 ba 
а 0 0 h 
0 b 0 
bp=| ” 的 值 等 于 ( 0). (1996 年 ) 
0 b а; 0 
b 0 0 a 
А. ауазаза, —bb:b:b, В. aiazasas Tbib:b:b, 
C. (ааа, —bibz) (аза —Ь;Ь) D. (asas—bzbs) (аза, —bb,) 


ER: 参见 复习 题 1 中 的 2(3),3# D. 
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sr sl wr ams 


2х—2 2х—1 2х—2 2х—3 


(3) 记 行列 式 
32—3 32—2 4z 一 5 3z 一 5 
4х 4z—3 5z 一 7 4z 一 3 
(1999 年 ) 
А, 1 В. 2 


提示 : 利用 行列 式 的 性 质 5 对 其 化 简 , 选 B。 
(4) 计算 nn 阶 行列 式 : 


2 0 a 0 2 

=} 
G £ š ; ;|;(2015 年 ) 
2 

et š 


со 


t° 


提示 : (1) 参 见习 题 1.3 中 3(2) 的 解答 ,2(2" 一 1); (2) 参 见 经 典 题 型 详解 中 例 1. 
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提示 : 用 数学 归纳 法 或 递 推 法 证 明 , 可 参见 经 典 题 型 详解 中 例 1.11. 


1 
1 


三 (n 十 1)a"。(2008 +) 


为 f(z), 则 方程 f(x) 二 0 的 根 的 个 数 为 )。 
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一 、 基 本 要 求 


1. 理解 矩阵 的 概念 。 

2. 了 解 单位 矩阵 \ 数 量 和 矩阵 、 对 角 和 矩阵 \ 三 角 和 矩阵 、 对 称 矩 阵 以 及 它们 的 基本 性 质 。 

З. 掌握 矩阵 的 线性 运算 、 乘 法 、 转 置 及 其 运算 规则 ;掌握 方 阵 的 寡 方 阵 的 行列 式 及 其 
性 质 。 

4. 理解 道 矩 阵 的 概念 ;掌握 矩阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 .可 逆 和 矩阵 的 性 质 和 伴随 和 矩阵 的 

5. 理解 矩阵 秩 的 概念 并 掌握 其 求法 。 


二 、 知 识 网 络 图 


矩阵 的 定义 (定义 2. 1) 
一 些 重要 和 矩阵 ( 零 矩阵 , 行 矩阵 、 列 矩阵 .上 三 角 和 矩阵 `. 下 三 角 和 矩阵 ,对 角 和 矩阵 ,数量 矩阵 .单位 矩阵 ) 
a (加 法 (定义 2.2) 及 运算 规律 
анан оу 2. 3) 及 运算 规律 
乘法 (定义 2. 4) 及 运算 规律 .可 交换 的 条 件 (定义 2.5) 
运算 1 矩阵 的 方 赛 、 矩 阵 多 项 式 (定义 2.6) 
矩阵 的 转 置 ( 定 义 2.7) 及 运算 规律 
对 称 和 矩阵 与 反对 称 和 矩阵 (定义 2. 8) 
方 阵 的 行列 式 (定义 2. 9) 及 运算 规律 
ж 逆 矩 阵 的 定义 (定义 2. 10) \ 奇 异 矩阵 与 非 奇异 矩阵 
阵 | 了 的 只 一任 21) 
逆 矩 阵 的 性 质 1 一 性 质 5 
伴随 矩阵 (定义 2.11) 
和 矩阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 ( 定 理 2. 2) 及 推论 
线性 方程 组 (4,xwx 二 有 唯一 解 的 必要 条 件 ( 定 理 2. 3) 及 推论 
线性 方程 组 (4,x,x 二 0) 有 了 唯一 解 的 必要 条 件 (定理 2.4) 及 推论 
和 矩阵 方程 
分 块 矩阵 的 定义 (定义 2.12) 
anue lanunmandamEn ж ND 
Ar И E E K PE pR 1,}ЕЖ 2 


定义 | 
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一 、 知 识 要 点 


1. 矩阵 的 概念 

定义 2.1 HmXxXnh3pa,G=1,2,.-..mij=1.,2,-- n) HEB m {т n 列 的 数 表 
an аш ам 
an ав аз 


Жыз: Мыр: ЖЗ йы 
PEH m {їп ЖЕ ВЕ, RAA mX n 和 矩阵 ,通常 记 作 4。 数 a, 称 为 矩阵 4 的 第 i 行 、 第 j 列 的 
元 素 。 和 矩阵 有 时 也 记 作 4 一 (ay )wx* 或 4Awxw。 元 素 是 实数 的 矩阵 称 为 实 矩 阵 ; 元 素 是 复数 的 
矩阵 称 为 复 矩 阵 。 本 书 中 的 矩阵 , 除 特别 说 明 外 均 指 的 是 实 矩 阵 。 

当 一 个 矩阵 的 行 数 和 列 数 相等 时 , 称 为 方 阵 。 特 别 地 , 当 行 数 和 列 数 都 等 于 nn 时 , 称 为 nn 
阶 方 阵 , 有 时 也 称 为 п ИТЕРЕ. 

同型 矩阵 : 对 于 给 定 的 矩阵 , 当 它 们 的 行 数 、 列 数 分 别 相等 时 , 称 为 同型 矩阵 。 

如 果 两 个 同型 矩阵 A= Caj ) mn В = Cbi )wxw 中 对 应 的 元 素 相 等 , 即 

ау =b; i=1,2,--,mi = 1,2,--,n, 

则 称 矩 阵 4 УВ 相等 , 记 作 4 一 B。 

几 类 非常 重要 的 和 矩阵， 

(1) 零 矩阵 : 元 素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 ,通常 记 作 0,x,。 需 要 特别 注意 的 是 ,不 同 
型 的 零 矩阵 不 相等 。 当 阶 数 明确 时 , 零 矩 阵 简 记 为 0。 

(2) 行 矩阵 : 当 一 个 矩阵 的 行 数 为 1 时 , 称 为 行 矩 阵 ,也 称 为 行 向 量 。 

G) 列 矩阵 : 当 一 个 矩阵 的 列 数 为 1 时 , 称 为 列 矩 阵 ,也 称 为 列 向 量 。 

(4) 上 三 角形 矩阵 : 若 一 个 方 阵 满足 条 件 aj 二 0( 当 i>j 时 ) , 则 称 该 矩阵 为 上 三 角形 矩 
阵 , 例 如 


б 0 жел 
(5) 下 三 角形 矩阵 : 若 一 个 方 阵 满足 条 件 a; 二 0( 当 ¿<j 时) , WJ EB: 2 F = ВМ 
阵 , 例 如 


an ал? t ам 


上 三 角形 和 矩阵 和 下 三 角形 矩阵 统称 为 三 角形 矩阵 。 
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(6) 对 角 和 矩阵 : 若 一 个 方 阵 满足 条 件 а 一 0( 当 i 去 j 时 ), 则 称 该 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ,例如 
йү (AO sss 0 


简 记 作 
A = diag(àı sÀz s**t sÀn) o 
jË — H Hb , ЯТА ffi AE PE AO XJ FA R E TER EJ AH , MU Pk у ЖШ ЕРЕ. ,例如 
ло. 6 


0 0 = А 


1 0 = 0 
o 1 0 
Exn = : I 
0 0 Ls 
也 可 记 作 E, , 当 阶 数 明 确 时 , 简 记 为 E。 


2. 矩阵 的 运算 
(1) 矩阵 的 加 法 
定义 2.2 4 А=(а;)„х„,В= (b; )„х„, КЖЕ C= (а; +b;),x, H A 5 B BJ Е c= 
A 十 B, 即 
an + аг Бб … а, +b, 


аз + ba as 十 bo * а, bz 


А +В = (aj) mxn + С) = (a; + bs ) а = 


йы tba ax bs ax T bx oqa 
注意 ,只 有 两 个 矩阵 是 同型 矩阵 时 才能 进行 加 法 运算 。 
É A.B.C.0 #4 mX n 和 矩阵 ,不 难 验证 矩阵 的 加 法 满足 如 下 运算 规律 ; 
(1) A 十 B= 一 B 十 A( 交 换 律 ); 
(2) (4 十 B) 十 C=A 十 (B 十 C) (结合 律 ) ; 
G) А+0=А(СЖ ЖР); 
(4) 称 和 矩阵 (一 必 )wx* 为 4 的 负 和 矩阵 , 记 作 一 4, 即 


хау Ta ° — an 
— aqa — а22 Te o mi 
— A = (— aj ) mn = 
Tam 42 ** — a, mxn 


显然 ,由 和 矩阵 的 加 法 可 得 .4 十 (一 4) 王 0。 于 是 ,和 矩阵 的 减法 可 定义 为 
A 一 下 一 4 十 (一 B) = (а; — bj ) mno 
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事实 上 ,A 加 ( 减 )B 的 运算 就 是 4 与 B 的 对 应 元 素 相 加 ( 减 ) 。 
(2) 矩阵 的 数 乘 
定义 2.3 ЖЕЕ (лау) „А 与 矩阵 4=(ai)wx* 的 乘积 (简称 和 矩阵 的 数 乘 ) , 记 作 
ЛА IÈ АА. Вр 
Лау Ma … Жам 
Ай Godoa _ жа ма “Р ен 
Аа Адма Wy) ш 
和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运 算 统 称 为 矩阵 的 线性 运算 。 
设 A 和 B H mX n EREA 和 yj 为 常数 。 根 据 数 乘 运 算 的 定义 ,容易 验证 它 满足 下 列 运 
(1) AGA)= Cp)A; (2) (十 /DA 一 MA 十 MA; (3) A(A+B)=2A+2B. 
G) 矩阵 的 乘法 
定义 2.4 ФА (ау) „х..В (0) х, PRERE C= (су). НА 与 B 的 乘积 ,其 中 


су = anb + asb; +" Аа = У азбы» š = 1,2,:-,т;ј = 1,2, ns 
k=1 
记 作 CAB, ЕТА 左 乘 B" 或 “B ARA”, B 


anbn +" Баа ° anb, 4 Ааф 
С = АВ = 


ambn + Баба … ambin F° Баһ ) mxn 
RAR. RA ЖЕШИН AE: A 的 列 数 等 于 右边 矩阵 B 的 行 数 时 ,乘积 АВ 才 有 意义 ,并 且 乘 
积 АВ сас. 的 行 数 ,AB 的 列 数 等 于 B ИС EBE C= Cy) me PTER ci 等 于 第 
一 个 矩阵 A 二 (a5)wx; 中 的 第 i 行 与 第 二 个 矩阵 B= (bi;),sx, 中 的 第 j 列 对 应 元 素 的 乘积 
之 和 。 
定义 2.5 对 于 如 下 的 线性 方程 组 
aizl Бараг +° FH ant, = bis 


алх Hart 十 十 an = bz, 


(2.1) 


алх Fant + ° Бах, = bps 


# 
ар ак ** аһ an аш * asb Tı b, 
аа аљ ** аһ an аз * an bz 22 b; 
A= А = к= >= 
aqa аг "° a, йа йа ° a, b, *„ b, 


则 称 和 矩阵 A 称 为 线性 方程 组 (2. D H ЖЕРЕ. БЕШИ: A 为 对 应 的 增 广 矩 阵 , 称 ! 为 常数 向 
量 , 称 x 为 未 知 向 量 。 
根据 矩阵 的 乘法 法 则 ,线性 方程 组 (2. 1) 的 矩阵 形式 为 
Ax = b. (2.2) 
可 以 例证 ,矩阵 乘法 不 满足 交换 律 和 消去 律 ,但 其 满足 下 列 运算 规律 (假设 这 些 运算 都 
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是 可 行 的 ) : 

(1) (АВ)С=А(ВС) (结合 律 ) ; 

(2) А(В--С) =АВ--АС.(В--С)А = ВА -СА ж) ; 

(3) ААВ) = (АА )В=АС(АВ) (А 为 常数 ); 

(4) Е„х„А„х„ =А„х„ ›А„х„Е„х„ Ах, УЛ ЕА =А,АЕ=А. 

由 (4) 可 见 , 若 矩阵 乘法 可 行 , 单 位 矩阵 正在 矩阵 乘法 中 的 作用 与 数 “1? 在 数 的 乘法 中 的 
作用 类 似 。 

定义 2.6 SARB Jn 阶 方 阵 。 如 果 AB=BA, 则 称 和 矩阵 A 与 矩阵 了 可 交换 。 

由 于 矩阵 的 乘法 满足 结合 律 ,对 于 ) 阶 方 阵 A MERK k. I A KOR k 个 方 阵 A 的 乘 
积 , 即 

A:=A.A өзө As 


— 
k+ 


称 A* 为 A 的 & Kh. HTA ЕЙНЕК kl £f AtA SA , (At SA", 

定义 2.7 设 f(z) 为 zx 的 m 次 多 项 式 , 即 F(z) 王 ao 十 az 十 … 十 anz” A п 阶 方 
阵 。 称 

f(A) = aE + aA + + anA” 

HEE A 的 m 次 多 项 式 。 

因为 矩阵 AtA ЖП E 都 是 可 交换 的 ,所 以 矩阵 A 的 两 个 多 项 式 g (4) 和 f(A) 总 是 可 交 
换 的 , 即 

g(A) f(A) = f(A)g(A), 

(4) 矩阵 的 转 置 

定义 2.8 Ki m> n BM: A 的 行 换 成 同 序数 的 列 , 得 到 的 mnXm ERER A 的 转 置 矩 
阵 , 记 作 AT( 或 4')。 

和 矩阵 的 转 置 也 是 一 种 运算 ,满足 下 列 运算 规律 (假设 运算 都 是 可 行 的 ): 

(1) (AT)T=A; (2) (A+B)"=A"+B"; (3) QA)T=2AT; (4) (АВ) = ВТА", 

注 О2О ПЕ АЕ ЕО. ВЕ. ВЕ F САВ) Т52АТВ". 

ЖУ 2.9 ША ул WERE. Ш ATSA, а; =а Gi,j 二 1,2,…,n), 则 称 A 为 对 
PRAE ВЕ: ОА АТ = А, В а, aili j=1,2, sn) ШЖК A 为 反对 称 矩 阵 。 


=. 疑难 解析 
1. 举例 说 明 ; 箱 库 的 乘法 不 满足 交换 律 . 消 去 律 ? 
š T 1 1 _ —2 1 _ 2 3 = 1- =] 
# 设 4-| _}в-[, ahel e-h, |); ®шти* 
法 ,不 难 求 得 
[ 1 J: `" (。 o) p 中 1 А С: F: 
АВ = = ‚ВА = = i 
== =й 2 —1 0 0 25 елуу. — 3 3 3 
CG УРЕ БШЕК ЖОР 
АС = = ,4D = = Р 
1 1\1 3 3 O =] = 152 1 —3 0 


注意 到 ,和 矩阵 АВ. ВА 虽然 都 有 意义 且 同 型 ,但 AB= BA. А, E pE IJ ЗЕ AS W8 E 26 8 


G = 


律 。 虽 然 有 等 式 AC 一 4D 成 立 ,但 是 CZD. ИЕ [ЕЖЕ ASW L ЇЙ Е. ЖУК. ИЮЛЯ 4 AE 
矩阵 的 乘积 为 零 矩阵 ,也 不 能 推出 A 二 0 或 B==0。 
因此 ,通常 情况 下 ,(4B)* 了 关 A*B*; 此 外 ,由 A? 二 A 不 能 推出 A 二 E 或 4 二 0。 
2. 对 称 和 矩阵 和 反对 称 矩 阵 各 有 什么 特点 ? 
答对 称 和 矩阵 的 特点 是 : 以 主 对 角 线 为 对 称 轴 的 对 应 元 素 相 等 , 即 aj 一 wii 一 1， 
1 2 一 1 
23 5 
— 5 0 
称 轴 的 对 应 元 素 互 为 相反 数 , 即 a = 一 aj (i,j 二 1,2,…,n)。 特 别 地 ,其 主 对 角 线 上 各 元 素 
均 为 0。 事实 上 ,根据 反对 称 和 矩阵 的 定义 ,由 47 А TA, ai = 一 az (i=1,2,…,n), 所 以 


2,…,n)。 例 如 ， 是 一 个 对 称 和 矩阵 。 反 对 称 矩 阵 的 特点 是 : 以 主 对 角 线 为 对 


0 — 1 
ж а =0. ш. 2 о 一 5| 是 一 个 反对 称 和 矩阵 。 
—1 5 0 
三 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 БЕ Ек ЖЕН 
1 一 4 一 3 423 
02.1 #А=| 1 一 5 一 3|,B=| 1 1 0 |. 34 —2В,АВ.ВА.АТВТ,ВТАТ, 
— 6 4 —1 2 3 


分 析 ”根据 矩阵 的 线性 运算 、 和 矩阵 的 乘法 .矩阵 的 转 置 等 运算 求解 。 
解 ”不 难 求 得 


1 一 4 一 3 4 2 3 一 5 一 16 一 15 

3A—2B=3| 1 5 | 2| 1 1 中 | 1 = 17 >) 

=l 6 4 —1 2 3 =} 14 6 
E =й, =} 4 2 3 з =8 —6 
“-| E = а! 1 1 中 | 2 =9 =h 
= 6 4 八 一 1 2 3 一 2 12 9 
4 2 3 1 一 4 一 3 3 一 8 一 6 
m-| 1 1 "| 1 5 | | 2 9 ] 
СА 1 6 4 -2 12 9 


1 E =f 1—1 3 2 一 2 
АТВ" 一 | 一 4 一 5 6 1 2|=|1 一 8 一 9 12); 
一 和 一 3 4 0 3 一 在 —6 9 
1 


4 1 —1 1 =f 3 2 — Ë 
ВТАТ = |2 1 2 4 5 6 8 9 12]. 
3 0 47] A= e 4 — 6 — 9 


评注 “由 本 例 的 计算 结果 不 难 发 现 ,4B 天 B4,(B4A) =АТВ".(АВ)' = ВА". 
类 似 地 ,还 可 以 计算 下 列 问 题 : 
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(1) 设 


© c со 
| 
Ф е бє 
i 
= 
ey 
| 
= © N 
= — о 
оо ою бє 
м 


1 
А 0 
2 


Ж 2А-+-3В,АВ,ВА,ВТА",АТВ, 


(2) 设 

1 一 1 

2 0 一 1 
A= yB = |2 Ў 

1 一 3 2 

Ж 24А — В" ,АВ.ВА АТВ", 

3 
2 
1 


12.2 RANER A=|2 | , 行 矩 阵 B=(4 一 1 2), 求 4B 和 BA。 


解 ”不 难 求 得 


(12—2 + 2) 12. 
1 

评注 ”本 例 看 似 非常 简单 ,但 是 它 为 后 面 的 一 些 问 题 提 供 了 解决 方案 。 注 意 到 , 列 和 矩阵 
A SITERE B 的 乘积 4B 的 结果 是 一 个 矩阵 。 在 列 矩 阵 4 与 行 矩阵 号 的 分 量 均 不 为 零 的 情 
DUF ,矩阵 AB 的 各 行 之 间 成 比例 ,各 列 之 间 也 同样 成 比例 。 因 此 ,以 后 再 遇 到 这 种 矩阵 时 ， 
就 可 以 将 该 矩阵 分 解 为 一 个 列 向 量 和 一 个 行 向 量 的 乘积 。 


例 2.3 设 
ab aib? … ab, 
i= азу a:b * azb, 
аЬ, аЬ; * a,b, 
ЖА", 


Эіл ” 若 要 计算 4" ,势必 要 有 一 定 的 规律 可 循 。 注 意 到 ,矩阵 的 各 行 均 成 比例 ,各 列 也 
均 成 比例 ,4 可 以 表示 成 一 个 列 向 量 和 一 个 行 向 量 的 乘积 ,分 解 后 再 计算 。 
解 O 由 矩阵 乘法 法 则 及 其 结合 律 知 


ab аЬ; … аф, а\ 
ар asb, * azb, a 

A=| ° ° "| (в b з b); 
аф a,b, * a,b, a, 


所 以 
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а\ а 
аз аг 
А = | bz b)| .| b, + ba) = (аб Ба + +a,b,)A, 
ds a, 
a а а 
а az az 
A"= | .|( b + 5) ,by b, + bade , |5, b, ++ ba) 
а, а, ап 
m 一 1 对 


= (аб, Баг 4 +H anba) A, 
类 似 地 ,可 以 计算 下 列 问题 : 
— 2 ‘1 
ї Ж 2 

=: =j 


G) ёйА= Ж A", 


—2 
=p : їл ї 2 
(2) 已 知 4=| 3 1 i ы J]. p—Anc, R B .ca.D. 
5 0 0 з 4 


=l- 0 
例 2.4 B стз Am] в ‚|. Ж reo. 


分 析 根据 矩阵 多 项 式 的 定义 2.7 计算 。 
解 根据 定义 2.7, 可 得 


о оү {=ї өү pet оү Est oy 
f(A)= E+3A— А? + 2А? -| Jf 上 上 ( J ы ) 
o f o 2 0 2 0 2 
} °) P j ( | p 2) F °) 
= Ë = + = A 
0 1 o 6) (о 4 0 16 0 19 
例 2.5 А) (В+Е) EB], А? А ЗИ ВЕ. 
分 析 利用 和 矩阵 乘法 的 定义 和 运算 规律 证 明 。 


证 必要 性 由 于 
А? +B FE) • $B+E) (В +2B+E)=A=} (B+E), 
容易 求 得 B* =E; 
充分 性 由 于 
А? (B+E) . $B+E) ig H2B+E), 
而 В = Е.А 


A? =1 (B+ 2B+E)=1(2B+2E)=7 (B+E) А. 
512.6 设 A 和 B 是 两 个 n 阶 方 阵 , 且 А 为 对 称 和 矩阵 。 证 明 : ВТАВ 为 对 称 和 矩阵 。 


21 矩阵 及 其 运算 9, 


分 析 НИЕ ЕИО Е Ж RI BE HY Pe gt IJ ie A ЕТЕ ВЯ „ 
证 因为 4 为 对 称 和 矩阵 ,所 以 АТ=А,Ш 
(BT4B)T 一 BT4ATB 一 BT4B， 
即 B74B 为 对 称 和 矩阵 。 证 毕 
类 似 地 ,可 以 证 明 下 列 问题 
(1) 设 A MB 都 是 n 阶 对 称 和 矩阵 。 证明: АВ 是 对 称 的 充 要 条 件 是 AB 二 BA。 
提示 : 利用 对 称 和 矩阵 的 定义 验证 。 
(2) 证 明 : ER n ЙИК А 可 表示 为 一 个 对 称 和 矩阵 与 一 个 反对 称 和 矩阵 之 和 。 
提示 : 假设 存在 对 称 和 矩阵 B 和 反对 称 和 矩阵 C 满足 条 件 , 依 题 意 建立 方程 组 并 求解 。 


四 、 课 后 习题 选 解 


1. 计算 下 列 各 题 : 
‚ж. 1 2 —3 1 

(1) | 6 9 É —2 1) (2) |+} =юв| |) 
2 4 6 1 2 —3 2 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 1 。 


解 不 难 求 得 
1 2 33/ 1 2 зү /2 4 -6 
а) |: 6 | 1 一 2 中 | 12 中 
246/01 2 —з3/ 8 =x 
1 1 ç g 
ol 中 > [ i 1) | ү "| 4 у 
2 тни 2 8 2 
QY <q q 1 238 
2. “| Е 一 2 中 (1)34B 一 24;， (2)4BT。 
гы ү б 51 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 1 。 
解 (1) ARTE ER Z EB OD AE 
1 
1 
3 


可 得 
£ 1 


— -= 
—a3a 
о ы ы 
л t> сю 
= = w 
ы Б =. И 


1 1 тү —W @ 6 1 6 
АВТ 1 š 1112 2 5 0 z 4 |。 
к g 1/83 4 1 2 5 —4 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.3. 


246 2 
解 因为 4=|1 2 3|=|1|Q 2 3), 所 以 
128 1 
2 2 
a 2 з›|1|а 2 3)…|1|G 2 э 
1 1 


246 
“7X7Xx…Xx7.(1 2 3) =7|1 2 3], 
123 


4. wa=[ в (5 з) итле хатдз, 
1 3 1 Ж 


(1) AB=BA; (2) (A+B)'=A ° -2АВ+В?; (3) (A+B)(A—B)=A’—B’. 
ЯП 按 要 求 利 用 矩阵 乘法 计算 ,然后 判断 。 


3 4 1 2 
解 CD sanhi ЫР 2) яи АВ5ВА. 


(2) 由 (1) 知 ,4B 天 BA4, 所 以 有 
(A+B) = А? АВ+ВА +В? ZA -2АВ+В?. 


ав (? J 3 ( ч) 
2 5/02 5 14 29)” 


3 8 6 8 10 10 16 
А? +2АВ+В? = + + = ， 
4 11 8 12 3 4 15 27 


Fi V (A+B) 5А? +2AB+ B° , 
(3) (1) 2, ABZBA, fi Ж 
(A+B) (А-В) =А? — АВ+ВА— В? +A’ — В? 。 


2 21f0 2 0 6 
amam E EY 
2 5/ 八 0 1 0 9 


或 通过 计算 可 得 


或 通过 计算 可 得 


所 以 ,(4 十 B)(4 一 也) 天 42 —В?„ 
5. 证 明 下 列 等 式 : 
(1) (A+E):=A’:+2A+E; (2) (A+E)(A—E)=(A—E)(A+E). 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.5。 
证 (1) 容易 求 得 
(А+Е) = (А+Е) (АЕ) =АА+АЕ+ЕА-+ЕЕ=А* +2А-ЕЕ. 


(2) 由 于 


(A+E)(A—E)=AA—AE+EA—EE=A:—E: , 
(A—E)(A+E)=AA+AE—EA—EE=A° —E:, 
Fi W, (A+E)(A—E)=(A—E)(A+E). 证 毕 


2. 1. 矩阵 及 其 运算 人 


6. ЖА Еп ЙКАЖЕЖ,В Z n 阶 对 称 和 矩阵 ,证 明 : 
(1) AB 一 BA ЯЖ; 

(3) AB 是 反对 称 矩 阵 的 充 要 条 件 是 AB 一 BA。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 6。 

证 (1) 易 见 


(2) AB 十 BA 是 n 阶 反 对 称 矩 阵 ; 


(4B 一 BA)T 一 (4B)T 一 (B4)T 一 BT4T 一 ATBT。 
由 于 A 是 n ЙКАЖОЕЖ.В 是 n ХЕ Е, Я АТ=—А,ВТ=В, ИЖ 
(4B 一 B4)T 一 BT4T 一 AT7BT 一 4B 一 BA， 


即 AB 一 BA 为 对 称 和 矩阵 。 
(2) 利用 与 (1) 相 同 的 方法 容易 验证 
(AB+BA)" =B"A" +A"B" = — (AB+ ВА), 
因此 AB+ BA Z n MERRER, 


(3) 必要 性 已 知 4B 是 反对 称 矩 阵 , 则 有 (4B)T 一 一 4B。 另 一 方面 ,由 于 А = A,B" = В, B k, 


(4B)T 一 BT4T 一 一 B4, 即 АВ= ВА. 
充分 性 ”因为 A 是 n 阶 反 对 称 矩 阵 ,B 是 n 阶 对 称 矩 阵 , 且 AB=BA, ,所 以 
—АВ=—ВА=ВТАТ =(АВ)Т, 
即 AB 是 反对 称 矩 阵 。 


qam 


1. 计算 下 列 各 题 : 


б 
(1) ; 
( .1 


an аг аз \( 21 
(2) (mi >z: |“ az “上 | 
аз as аз) \T3 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 1 。 

解 利用 矩阵 乘法 不 难 求 得 


1 2 1 3 l mà 
a) А? = "А = с Sis o 
0 1 0 1 0 1 
an аг as)íx 
(2) (zliyzzyzs)| аг ax ав || z: 
аз аз аз 23 


Tı 
= (апл Harz: tanzt; арх tanz: Базлз anmí@+assm=Ü; assom ) B 
23 
=anzl Han t Hanxi + 2an зх: + 2ауухуху 2а T213 o 
2. 举 反例 说 明 下 列 命题 是 错误 的 : 
(1) 若 42 一 0, 则 4 一 0; (2) # АХ=АҮ E AZ0, | X=Y, 
分 析 AAE ER 3 K 2 3 Ëf Ез ЖУ EE E RRT ЖЕ EEEE. 


0 1 
解 wa (о ожо в азе, 


1 0 1 1 ta 
(2) 取 A ( )х ( )* ( ] 8: ах=лу, Н дуо, хуу, 
0 0 —1 1 ЖЕ; 


iF Ë 
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1% =i 1 
3. йай СЕ 1 тан 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 3。 


a a a ab ac Ж ы! 1 
Ж йа=|Ь|,Йав@!=|Ь (а b о=|а b pe|=|—1 1 —1|, 
с c ас bc с? 1 —1 1 


容易 求 得 ,a 十 本 十 c= 二 3, 则 


a 
ala=(a b с) + +2 +0 =3, 


с 


@2.2 ЈИНГ ЯГА АЦЕ 


== Ж 


识 要 点 


1. 方 阵 的 行列 式 


定义 2.10 


的 行列 式 , 记 作 |A| 或 detA, 
设 A 和 B 为 n 阶 方 阵 ,4 为 常数 。 方 阵 的 行列 式 具 有 下 面 性 质 : 


性 质 1 
性 质 2 
性 质 3 


[47 [= |А|; 
[ДА |=" 141; 
|АВ|=|А||В|. 


BA Hn 阶 方 阵 ,由 A 的 元 素 所 构成 的 行列 式 (各 元 素 的 位 置 不 变 ) , 称 为 A 


作为 性 质 3 的 推广 ,对 于 n 阶 方 阵 A1,A:,…,A。, 有 |AiAh2…A。 |= lA 1А 11А, 1. 
特别 地 ,对 于 正 整 数 m, 有 |A”| 二 1A41”。 
注意 到 ,对 于 nn 阶 方 阵 A 和 B .一般 情 况 下 , |A4 十 BI| 关 141 十 1B|。 尽 管 通常 有 ABZ 
ВА ,但 是 不 难 验证 ,14B| 王 |B4|。 


2. ЯЖ 

定义 2.11 iZ A fll B EJ n ЭЕ. 1 АВ= ВА = E. ШКА nj, B 称 为 A ЙЕ 
阵 , 记 作 BSA. фу, n] iy EB K A 3E 8 52 Е ВЕ ОИ K Эу Ey PE Е РЕ. 

定理 2.1 WREKE A njim. ЛБА А 的 道 矩 阵 是 唯一 的 。 

逆 和 矩阵 有 如 下 性 质 : 

性 质 1 车 4 可 道 , 则 A 1! 也 可 道 , 且 (A47!) !=А,„ 

性 质 2 若 4 可 道 ,天 0. 则 MA WTA aD =A, 

性 质 3 ТАВ пй, AB Ш, НАВ) !=B 'A 1, 

性 质 4 ЯТА п, ДАТ 也 可 逆 , 且 (4I) 一 一 (4 17, 


性 质 5 


若 4 可 道 , 则 |4-:| 王 |4| 一 。 


作为 性 质 3 的 推广 ,如 果 A ,4: ,…,4x 均 为 n 阶 可 道 方 阵 , 则 乘积 A.A; 


并 且 


wA 也 可 道 ， 


2.2 方 阵 的 行列 式 及 其 逆 矩 阵 Q 


(А А, А) АГА ТАГ" 
特别 地 
(= 
ХР п Йй А 和 B ,一 般 情况 下 , САВ) ZA +B ', 
定义 2.12 对 于 给 定 的 n 阶 方 阵 


Ча ae OO амы 
如 下 的 nn 阶 方 阵 
Аң Aa s Ан 
А ла бв Шр Аа 
А. А = Ад 
称 为 A 的 伴随 矩阵 ,其 中 A; 为 4 ИТ ос а 的 代数 余子 式 。 
值得 注意 的 是 ， 
An Ap. ws GAD An Ax + Any 
A =: Ам Аы гз Ay = An Аа se As 
Ax Ax < A, Ам A, … A, 
即 А' 是 将 A 中 每 一 个 元 素 都 替换 为 对 应 的 代数 余子 式 后 再 转 置 得 到 的 。 
对 于 14| 中 元 素 的 代数 余子 式 Ay ,有 


ME EPE PE a, © | A|: i=j 
0, i j; 
аА; +asA,; 十 … 十 aaAw = р Бор 
0, i j. 
于 是 
lal 0 0 
о 14! 0 
АА‘ =А'А= А = |А|Е. 


0 0 == [АІ 
定理 2.2 JBE A [йр з: |A|2Z0.3E R. 
A =^" n 
推论 AAB 均 为 n ОЕ. Æ АВ=Е. ША 和 了 #70, H A !=В.В 一 4。 
注意 到 ,定理 2.2 不 仅 给 出 了 判定 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 ,而且 提供 了 一 种 利用 伴随 矩阵 
求 逆 矩阵 的 方法 。 
根据 逆 和 矩阵 的 定义 和 定理 2.2 ,不 难 验证 : 
(1) 车 一 个 对 角 和 矩阵 可 逆 , 则 它 的 道 矩 阵 仍 是 对 角 和 矩阵 ; 


@— 


(2) #— ЕС fi B BE n] т, ДЕ 09 iB BR: p EC F) ЕЙ: 
(3) # aiaz…a 天 0, 则 有 


0 ... 0 a = 0 has 0 а! 
0 a 0 _ аһ 0 
a, се 0 0 ау! ... 0 0 
ЎА H n 阶 方 阵 ,对 于 给 定 的 非 齐 次 线性 方程 组 Ax= b 及 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 4x 一 
0, 有 如 下 的 定理 及 推论 。 


定理 2.3 设 A 为 n 阶 方 阵 ,车 线性 方程 组 Ax— b 的 系数 矩阵 A п, ВА |520. ДШ 
线性 方程 组 有 唯一 解 , 且 解 为 
х=А-!Ь„ 
推论 若 线 性 方程 组 Ax=b 无 解 或 至 少 有 两 个 不 同 的 解 , 则 4 дер, ВА 1 =0, 
定理 2.4 若 线性 方程 组 Ax=0 的 系数 矩阵 4 可 道 , 即 |4| 取 0, 则 它 有 唯一 零 解 。 
推论 ” 若 线 性 方程 组 Ах=0 有 非 零 解 , 则 4 是 奇异 的 , 即 |4|=0。 


二 、 疑 难 解析 


1. 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明理 由 : 

da) 若 三 个 方 阵 4,B,C WEB АВ =СА=Е. I] B=C; 

(2) # AB=0, H. A nf j. W] B=0; 

(3) 若 对 称 和 矩阵 4 PJ, А E PA EBE; 

(4) |—А|=—|А|, 

答 (1) 正确 。 由 ABSE 可 知 , 方 阵 A 可 逆 。 根 据 定理 2.1. [уй BEBE EE 
唯一 的 ,由 AB=CA==E 知 , 必 有 B=C。 

(2) 正确 。 在 等 式 AB=0 两 边 左 乘 4-: 即 可 证 得 В=0. 

G) 正确 。 因 为 A 是 对 称 和 矩阵 ,所 以 有 47 一 4。 根 据 逆 和 矩阵 的 性 质 4 可 知 , CA 157 = 
(AT) 一 4 人 ,所 以 4 也 是 对 称 矩 阵 。 

(4) 不 正确 。 根 据 方 阵 行列 式 的 性 质 2, 对 于 ” 阶 方 阵 ,有 | 一 4| 王 (一 1)"141|。 

2. 矩阵 和 行列 式 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 由 各 自 的 定义 可 知 ,矩阵 与 行列 式 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 和 矩阵 是 一 个 数 表 ,而 行 
列 式 是 一 个 数值 或 表达 式 ; 和 矩阵 的 行 数 和 列 数 可 以 不 相等 ,而 行列 式 的 行 数 和 列 数 必 须 相 
等 。 特 别 地 ,对 于 方 阵 , 可 以 进行 行列 式 的 运算 。 

3. 设 A 和 B 都 是 n 阶 方 阵 , 若 AB 一 BA 一 141E, 是 否 必 有 B=A”*。 

答 ”根据 定理 2.2, 当 |A| 冯 0 时 , 必 有 B= 二 A" 。 然 而 , 当 |4|= 二 0, 则 不 能 推出 BA 


1 0 O 0 0 0 
例如 , 取 三 阶 方 阵 4=|0 о о ae- 0 0|, 显 然 有 44* 王 0。 但 是 ,对 于 矩阵 
0 0 0 0 0 0 
ооо 
-| 1 0|, 也 有 AB=0 
ооо 


2.2 方 阵 的 行列 式 及 其 逆 矩 阵 О 


三 、 经 典 题 型 详解 

题 型 1 利用 方 阵 行列 式 、 逆 矩阵 和 伴随 矩阵 的 定义 及 性 质 计 算 

例 2.7 设 4 是 5 阶 方 阵 , 且 |4|=3,4* 是 4 的 伴随 矩阵 ,计算 下 列 行列 式 ， 
(1) lA1|; (2) |ААТ|; (3) IA" |; (4) 124 一 人 |; (5) IA)" |. 

解 (1) 由 于 |4|=3, 故 4 可 道 , 且 44 一 = 已 。 由 可 逆 矩 阵 的 性 质 5 知 


= 
А таге 
(2) 根据 方 阵 行列 式 的 性 质 3 及 行列 式 的 性 质 1 可 知 
1447| 王 |41147| 王 1412 一 9。 


(3) НҒ АА‘ ==1A1E, 两 边 取 行列 式 可 得 


АА" |=|A||A’|=||AIE|=|A|’s, 
所 以 
А' |=|А|*=81„ 
(4) AX AQA —A* ) =2Е— |A| E=—E, 090 ДИТ IRT {ф 
1А(2А71!—А'*)|=|А||2А7!—А'* |=|—Е| Ls 
因此 
[24-1 —А* =—+. 


(5) 利用 (3) 的 结果 容易 求 得 
1(4 )* =la" |*=|А|'#=з'*,„ 
类 似 地 ,还 可 以 计算 如 下 问题 : 


bg 
o ma-[, Ü 小 -| : 1 |, 求 |4B| 和 |BA|。 
11 
(2) RAMB = ПЖ. [А1 = —2, В| =2, |С| = 3, 17915 | ЗАВІ, ATB], 
| 一 24BTC| . |AB* |. АВС" #911247 А" | 的 值 。 
(3) 设 A 为 n 阶 方 阵 , 且 |4| 二 2, 求 (ТА) -4° š 
题 型 2 ”利用 伴随 矩阵 求 逆 矩 阵 ( 定 理 2.2) 
2 0 Зз 
012.8 已 知 4=| 3 2 0|, 解 答 下 列 问题 ， 
一 2 3 一 5 


(1) 证 明和 矩阵 4 和 2E 一 A п; (2) 求 (2E 一 A) !, 
# (1) 根据 方 阵 行列 式 的 定义 ,有 


© өс $ о о 一 3 
I4l=| 3 2 0|=19, [2Е—-А|=|—з 0 0|= 一 27。 
一 2 3 一 5 2 一 3 


Q 第 2 章 EE 


根据 定理 2.2 可 知 ,矩阵 A 和 2E 一 A 可逆。 


0 о —3 
(2) 为 计算 方便 , 令 B=2E—A=|—3 0 oj. 不 难 求 得 ,矩阵 下 的 代数 余子 式 
2-3 7 
分 别 为 
0 一 3 0 一 3 0 
Ba = — 1" |- 0,B,, = (一 Di |- 21,В = (—1)!'# = 9, 
一 227 —3 
=з 0 一 3 0 0 
Ba = (— D+ 一 9,Bs = (一 1)242 一 6,B: = (— 1)%% 三 0 
21 —3 | 22 | 23 2 —3 
0 一 3 一 3 0 
Ba = (— D+ |- 0,Bs = (— D+ |- 9,Ba = (— 1) |- 0, 
0 0 =з 0 = 0 
于 是 
0 3 0 
2 1 ¿ — е 1 
2E—A) EA] ETA" =ТвВ 9172 3|- 
з 0 60 
154 
02.9 已 知 4=|0 2 А |. ЖАТКА"). 
ig i 
分 析 根据 定理 2.2 求解 。 
1 5 4 
解 ”因为 14|=|0 2 4|=2Z0,B AA* =A`A=|A|E,H EBE 2.2 Я, 3EBE A.A" BJ 
131 
тр, WERI ERE A 的 代数 余子 式 分 别 为 
2 4 0 4 0 2 
An = C— 1)!!! =—10,A = (—1)!#? |- 4,A = (—1)!# 一 一 2， 
за i I 1 3 
5 4 1 4 1 5 
An = (— 10% = 7,Ав = (— 1)” =—3,A, = (— 1)” =2, 
з 1 1 1 1 
，|5 4 1 4 1 5 
An = С 10%" 一 12,A: = (—1)* 一 一 4,Aa = (一 1)343 = 
2 4 0 4 © 2 
于 是 
—10 7 12 
A i= la =1 4 一 3 一 4 
lal 2 ë 
— 2 2 
НВ ААГ = JALEA O ТАТА fi 
1 5 4 
. = 一 上 
{А*ў 2102 41. 
I 8 1 


题 型 3 综合 题 


2.2 方 阵 的 行列 式 及 其 逆 矩 阵 © 
1 0 0 


1 0 0 
0 0 0 |.РрР=|2 —1 0 
0 0 —1 2 1 1 


分 析 易 见 ,1P| 二 一 1 了 0, 故 和 矩阵 P пуй, JER ih P A Eñ 3818 813 EB: SE 
IÈ АР=РВ 变形 为 4 一 PBP-: ,然后 进行 计算 。 


例 2.10 已 知 AP==PB, 其 中 B= RA KAS, 


1 0 0 
E ”因为 |P|= 一 1 关 0, 不 难 求 得 ,P-!==| 2 一 1 0 |。 故 由 AP=PB, 得 
— 11 
1 о oyi о 0 1 о 0 1 0 0 
Е —1 0 f 0 "| 2 —1 0 -f 0 I! 
2 1 1До o —1Д—4 1 1) 6 —1 —1 


进一步 地 
А? = (РВР^!)* = P (B)' P` 


1 о о\{1 о 0 1 0 0 
2 一 1 0||0 0 0 2 —1 0 
2 1 130 0 – 134-4 11 


012.11 设 三 阶 方 阵 A 和 B ЕА В-А-В=Е, ЖФ A= 


1 0 0 
= |2 0 0 |= А, 
6 =i =} 


101 
02 о 
—1 0 1 
分 析 AIE RETETA HYEN s E ИЕ KY ЕЛЕ ЖП PEAT AI IRAY ЕЛИ Ж. 。 
解 由 于 AB 一 A 一 B==E, 所 以 (4: 一 E)B 一 A 十 E, 即 

(A+E)XA—E)B=A+E, 
容易 验证 ,矩阵 A+ E пу, р КРИЗИ E 3(A+ E) 1, FER 
(A—E)B=E. 
两 边 取 行列 式 , 可 得 |A 一 E||1B| 二 1。 而 


RIBI. 


I4—E|= 


因此 有 |B|=1。 
类 似 地 , 设 A 是 n 阶 方 阵 , 满 足 ААТ=Е.Н|А|=—1.,Ж|А-+Е|. 
例 2.12 设 n 阶 方 阵 A 满足 A? 十 24 一 3E 一 0, 证明: A.A 十 2E 和 A 十 4E 都 可 道 ,并 求 
A 1,(A+2E) !#ICA+4E) "1, 
分 析 ”根据 要 求 将 等 式 进 行 适当 的 变形 ,利用 逆 和 矩阵 的 定义 证 明 它 们 可 逆 , 并 求 逆 和 矩阵 。 
解 由 A 十 24 一 3E 二 0, 可 得 A(A 十 2E) 二 3E。 根 据 逆 矩阵 的 定义 ,有 


=L (4+2), (A+25)™ =44, 


由 于 


A '+2A—3E=A +4A—2A—8E+5E=(A—2E)(A+4E)+5E, 
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所 以 ,由 А? +2A—3E=0 可 得 ,(A 一 2E) (A 十 4E)= 二 一 5E, 即 
—-‹А—2Е)(А+4Е)=Е, 
从 而 
(HE = —--(А—2Е), 
评注 “本 题 的 求解 方法 不 仅 可 以 证 明和 矩阵 可 逆 , 同 时 也 可 以 求 出 对 应 的 逆 矩 阵 。 一 般 
地 ,此 类 问题 可 用 两 种 方法 求解 : 一 个 是 配 项 方法 , 即 根据 待 求 的 逆 和 矩阵 对 已 知 等 式 进 行 配 
项 ,然后 将 等 式 整理 成 4B 一 E 或 BA 一 E 即 可 ; 男 一 个 是 待定 系数 法 , 即 根据 已 知 等 式 的 信 
息 先 假设 出 带 有 未 知 系数 的 矩阵 ,然后 利用 矩阵 的 乘法 和 定理 2. 2 的 推论 与 已 知 等 式 进行 
比 对 ,最 终 确定 待定 系数 。 
下 面 用 待定 系数 法 求 (4 十 4E)-!。 具 体 做 法 如 下 : 
根据 等 式 4? 十 24 一 3E 二 0 的 信息 ,可 假设 待 求 的 逆 和 矩阵 为 
(4A+4E) = (A+aE), 


其 中 a,8 是 待定 常数 。 令 (4 十 4E) [pate] =E, HI (A+H4E) (A+ aE) =E „Т 


A?+(4+a)A+(4a—p)E=0, 
HE ЖЗ A2-2A—3E=0 比 对 ,可 知 
4 十 一 2， 4a 一 p= 一 3， 

得 到 a= 一 2,8 二 一 5。 于 是 (A 十 4E) ' = (А 2E). 

类 似 地 ,还 可 以 求解 如 下 问题 ， 

(1) i n KIEA ЕА? ЗА – 5Е = 0. ЕН: A 及 A 十 2E 都 可 逆 , 并 求 
A 1.,(A+2E) 1, 

(2) 设 方 阵 4 满足 242? 十 4 一 3 一 0, 证 明 : А 及 3E—A H| ,3E3R AC 1,(3E 一 A) 1, 

例 2.13 设 和 矩阵 4,B 及 A 十 B 均 可 道 ,证 明 A Вто, К ДО 

分 析 类 似 于 上 题 。 

证 矩阵 4, 有 及 4 十 四 均 可 逆 , 则 有 

A (A+B)B 1=(E+A  !B)B 1=A +B, 

由 可 逆 和 矩阵 的 性 质 3 知 ,矩阵 A +В шай, АН 


[4-!(4 十 B)B-:]LB (А-В) 'A]=(A-1+B [B (А-В) 'АЈ=Е, 
因此 
(A-1+B 7!)  =B(A+B) А. 证 毕 
类 似 地 ,可 以 证 明 下 列 问题 : 


(1) WHERE A K E-+ AB лп 阶 可 逆 和 矩阵 ,证明 : E 十 BA Bn], 
(2) # A 和 B Hn 阶 方 阵 ,B 和 A 一 E 都 可 道 ,上 且 (A 一 E) = (В — Е), А 可 道 。 


四 、 课 后 习题 选 解 


1. 设 A 和 有 吾 为 两 个 三 阶 方 阵 ,|14| 一 4,| 了 | 一 一 5, 计 算 下 列 行列 式 : 


2.2 方 阵 的 行列 式 及 其 逆 矩 阵 Q 


(1) |2АВ|; (2) |АВТ|; (3) |AB|; (4) |—A B|, 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.7。 
解 (1) 根据 方 阵 的 行列 式 的 性 质 2 和 性 质 3, 有 
|2AB|=2 |A| |B|=—160. 
(2) 根据 方 阵 的 行列 式 的 性 质 1 和 性 质 3, 有 
АВ? | = |А|1ВТ|=|А||В|=—20. 
(3) 根据 方 阵 的 行列 式 的 性 质 3 及 逆 和 矩阵 的 性 质 5, 有 
1 


lB =la B= =al B=. 
(4) 根据 方 阵 的 行列 式 的 性 质 2、 性 质 3 U R 8 EW E 5, A 
1—А7?В|=1—А7!||в|=с—1)* |A| iBi=. 


2. 设 人 4 为 三 阶 方 阵 ,|4| 一 3, 求 |(24)-: 一 54" |. 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 7。 


解 根据 逆 矩 阵 的 性 质 2 Tæ OCAT = А h EEE EAA =|A|E=3E, +Z, 


1 29 


А [(ФА)71—5А* J=--E—5|A|E 2E, 
两 边 取 行列 式 可 得 
Б š Е" 3 = к _ 29 29}: 
ЈА • [(24)71—5А* ]| = А1104)! 54° | =3|(2А)7!—5А' | 2E (2). 
因此 有 
- . 1.52229 29° 
(24)! —5А' | з Ср 24° 
1 4 6 
з. ЖҖА=|0 2 5|, 求 14 一 (4 ) 一 |。 
ооз 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 7。 
146 
Ж 因为 |4| 王 |0 2 5|=6,W |a | ‚Н АА” lA|E=6E,+£ 
ооз 
= 3-17. д-1 e Ay 1= 1 patt 
[А—(А* у] AEA A EE Е. 
两 边 取 行 列 式 可 得 
Iaat] А | = [А-А ПАТ | =--|А—(А* -| 一 (二 i 
7 (s); 
因此 有 
—(д*)у-1|=1275 
laman уч ==, 


4. JH e MO E ER F 2] E W 36 E; 
人 5] (> 0 —sin °) | 
a) ; (2) ; 03) | 2 
2 5 зїп cosb 5 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.8。 


下 2 
解 а вж, | -0 由 定理 .2 в дента, 不 难 求 得 
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于 是 ,伴随 矩阵 为 


所 以 有 


cos0 一 sinb0 


(2) 因为 | . 一 1 天 0, 由 定理 2.2 知 ,该 矩阵 可 逆 。 不 难 求 得 
sin 0 cos 0 
An=cos0, Аһ sin0, An=sinĝ, A; = cos 0, 
于 是 ,伴随 矩阵 为 
“-( соз @ | 
—sin Ө cos 6 
所 以 有 
Мылы! cos 0 е) 
lAl 一 sing cos 0 J] ° 
123 
(3) 因为 |2 2 1|=2#0, HRE 2.2 知 ,该 矩阵 可 逆 。 不 难 求 得 各 元 素 对 应 的 代数 余子 式 分 别 为 
3 4 3 
An =2,А» = —3,А =2,An =6, A2 =—6, An =2, An 4,Аз» =5, An 2. 
于 是 ,伴随 矩阵 为 
2 6 一 4 
A -|- = | 
2 2 =2 
所 以 有 
2 6 —4 
~ -6 | 
2 2 一 2 
5. 证 明 下 列 等 式 : 


(1) A=)"; (2) (А*)7!=(А^!)*, 
分 析 利用 矩阵 与 其 伴随 矩阵、 转 置 矩 阵 及 逆 矩 阵 之 间 的 关系 验证 。 
证 (D НҒАА' = |А|Е, ДЖА" =|А|А—!,+Ж 
СА‘ )т= (А[А71)7 = АСАТ), (АТ) = JAT | (AT) = |A|(A 11, 
Ат 
(T=, 
(2) 由 于 AA" = |A|E,ff L # А' = |AlA™ , 8 e 
(А1) ' = [А7 (А71) = AlTA, 
于 是 
А' (A -) =|A|A™ • |A] ASE, 
所 以 有 
(4-) =A), 证 毕 
6. 设 有 多 项 式 /(х)=х'+2х+1ЖҖ#Е# É A Ф 


2.2 方 阵 的 行列 式 及 其 逆 矩 阵 О 


回答 下 列 问题 : 
(1) REESTR fA); 
(2) FH EM B 满足 1(B) 二 0, 试 证 明 B TŽ, HRB, 
分 析 (1) 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.4; (2) 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.12, 


解 (1) 不 难 求 得 

0 1 оү (о oo 

0 0 ] | 0 | 

100 0 1 0 
(2) 因为 F(B) 一 0, 所 以 有 В +-2В+Е=0, B(B+2E)= —E, fi И B 7%, В! = –(В+2Е). 
Т. 设 有 矩阵 A 和 B, 且 B=P AP, $} PZW 33 EB, 


0. =1 0 
А= |1 0 ， 
0 0 一 1 


f(A)=A’+2A+E= (A+E)’ 


R B10 一 24?。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.10。 
f 不 难 验证 
0 — оүо -1 оү /-1 о о 1 0 0 
А? = |1 0 中 0 » | 0 1 路 А? А? [ 1 | E, 
о o —1/\о0 о -1 0 01 0 0 1 
7# 


1 0 0 
А29 = (41) =[0 1 0 |=Е, 
001 


В?“ =P-!A(PP ')ACPP !)A--AP=P '!A2%p=E, 


810: O 
В —2д%=Е—2А%=|0 3 oj. 


由 B==P 'AP 可 知 


因此 


0 0 —1 

8. 设 n 阶 方 阵 A 满足 关系 式 A? 十 A? 一 A 十 E 二 0, 证 明 : 4 可 逆 并 求 其 逆 矩 阵 。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.12. 

证 将 等 式 和 十 4A? 一 A 十 E 二 0 变形 ,可 得 4[ 一 (42? 十 4 一 已)] 一 已 。 由 此 可 知 ,4 可 逆 , 且 


4 一 一 (42? 十 4 一 下 ) 。 E IE 
9. 求解 下 列 线性 方程 组 : 
Zi 十 2zz 十 3zs 一 1， ZI 一 zz— 23=2, 
(1) }2х\+2х;+5х,=2, (2) ea- zz 一 3zs 一 1， 
3zi 十 5zz 十 zs 一 33 3zl 十 2zz 一 5zs 一 0。 


分 析 根据 定理 2. 3 判断 线性 方程 组 是 否 有 唯一 解 , 若 有 , 则 利用 x 二 A 'b 求解 。 
解 (1) 线性 方程 组 可 表示 为 
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t 2 Vf £ 
ЕНУ 
3 5 1/\лз; 3 
ЮЖ |A|=15Z0,B АЕРА ЕН, TOURE PE r É ШЖ 3 


| 


ZI 一 1， 
| 
as=0, 
L =1 =fjfäi 2 
ЖЕП, 
3 2 —5/\х; 0 
B |А|=35=0, ЕЕ А RTZ. TURER E ЖЕ $t 3 


ЕНЕ 2 00 


从 而 有 


(2) 线性 方程 组 可 表示 为 


从 而 有 


1. 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,说 明理 由 : 

(1) 若 A?=E, 则 A=E R A= —E; (2) #А' 一 0, 则 4 一 0; 

(3) #|A|=0,m) 4 一 0; (4) A 与 4 ,4-! 均 可 交换 。 

分 析 利用 矩阵 及 其 伴随 矩阵 的 特性 判断 。 说 法 错误 的 给 出 一 个 反例 即 可 ;说 法 正确 的 需要 给 出 
证 明 。 


1 0 
解 (1) аз. neem 4 一， жан ия лк даек, 


1 0 0 
(2) 错误 。 qn |, 0 Е 
ооо 


1 
0 
(4) 正确 ,由 伴随 矩阵 的 定义 可 知 ,AA" 二 A" A= |A| E; HŽ #E ЕХ ЖЕЕ 2,2 的 推论 可 知 ,44 一 一 
АТА=Е, ЖА БА" ,A ! 均 可 交换 。 
2. 设 A 为 n 阶 方 阵 ,伴随 矩阵 为 4" ,证 明 : 
(1) 若 |4|=0, 则 |4* |=0; (2) |А" |=|A|". 
分 析 利用 伴随 矩阵 的 定义 和 性 质证 明 。 


0 
(3) 错误 。 neea- о) жаі =овж А0. 


2.3 矩阵 方程 ф 


证 (1) 用 反 证 法 证 明 。 
假设 |A" 1520,1 А" TŽ, РЕЖА" ASE, НАЖ 
А=АЕ=АА' (A*)'!= |A|E (A* 7! =0. 

由 伴随 矩阵 的 定义 可 知 ,A" 二 0, 这 与 |4" #0 # ë. Ж 35 |A|=0 时 ,有 |A" |=0. 

(2) 由 于 AA" = ІАЕ, ЎА АПА" | 二 141"。 若 |4| 隆 0, 则 14" |=|А|"!;Ж#|А|=0, 
由 (1) 知 ,14" | 二 0, 此 时 命题 也 成 立 。 故 有 |A" SAT 证 毕 

3. ЖА п MTE EH: (A" )" 二 141"?A, 并 求 |(4" )" |. 

分 析 利用 伴随 矩阵 的 定义 和 性 质证 明 。 

证 因为 A 是 n 阶 可 逆 和 矩阵 ,AA" 二 |A|E, 所 以 A" 可逆 , 且 满 足 


А" =|A|A-1 А" [=A= A, 


ТА] 
所 以 
E AE ОО ЛК Pe: WIPO sa 
(А) = |А" (А) lAl ГАТА lAP'2A; 
[АЭ [= ПАГА = САГТА = Ae, EF 
© 矩阵 方程 
о P — 
一 、 经 典 题 型 详解 


对 于 形式 较为 简单 的 矩阵 方程 ,一 般 的 求解 步骤 是 : 
第 一 步 根据 矩阵 运算 规律 对 矩阵 方程 化 简 整 理 ; 
第 二 步 根据 矩阵 运算 定义 代入 计算 。 


р. 52,8 а 
| 2.14 #А=|2 2 路- ;jc 2 0 |, 求 矩阵 X, 使 得 4XB 一 C。 
3 4 3 


分 析 ”使 用 解 矩 阵 方程 的 一 般 步 又 求解 ,并 利用 伴随 矩阵 求 相 应 矩阵 的 逆 矩 阵 。 
解 ”不 难 求 得 ,|4|=2,|1B8| 王 1, 故 矩阵 4 和 B туй, H. 


1 = 
= 3 a i. 3 ==] 
А 2 з |В 25 J 
1 i —1 
НА ЖЖ АХВ = С, 15 ХВ=А С, ЖАН B AR ХВ=А C, j: miia X = 
A`'CB .于 是 
1 3 —2\ 3 ‚ | 
六 二 CB з 5120 

2 2 一 5 2 
1 а =) 3 
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类 似 地 ,可 以 计算 下 列 问题 : 
1 1 —1 0 1 
(1) БА 2 2 | |; :je 1 1|.ЖЖ ЕХ. ФАХВ=С, 
— 0 2 2 1 
12 0 
(2) 设 A 和 B 为 三 阶 方 阵 , 且 满足 4B 二 A 十 B, 其 中 A 二 |1 0 1|, 求 B。 
2 шч 
2 2 —1 
(3) ЖАВ 为 三 阶 方 阵 , 且 满足 4B 十 已 =42 十 B, 其 中 4=|0 2 0|, 求 B。 
1 @ 1 
1 1 一 1 
例 2.15 设 矩 阵 4=| 一 1 1 1 | 满足 4"*X 一 4-!: 十 2X, 其 中 4* 是 4 的 伴随 矩 
1 一 1 1 
阵 。 求 矩阵 X. 
分 析 “利用 伴随 矩阵 的 性 质 及 解 矩 阵 方程 的 一 般 步骤 求解 ,其 中 利用 伴随 矩阵 求 相 应 
和 矩阵 的 逆 和 矩阵 。 


解 ”由 于 |A|==4, 故 A nf i, HER A Х=А ' 十 2X 可 得 
(A’ —2E)X=A ', 
在 上 式 的 两 边 左 乘 4, 并 利用 式 АА” = |A|E 可 得 ， 
(1А|Е—2А)Х=Е. 
因此 


X =(|A|E—2A) !'=(4E—2A) '!=(2(2E—A)) 一 Е А) 


1 —1 a f ro 
—1| =4 
1 1 —1 go Te le 
=i i 1 ioi 


类 似 地 ,可 以 计算 下 列 问题 ， 


1 
2 


2 0 0 
(1) ЖЖ A 和 B ЕА" BA 一 2BA 一 8E, 其 中 A==|0 3 0|, 求 B。 
0 0 —1 
1 
т 0 0 
(2) RAMB 为 三 阶 方 阵 , 且 满足 A 'BA 一 64 十 BA, 其 中 A 二 | 0 + о |, 求 矩 
1 
0 0 7 
ЕВ. 
01 2.16 设 A 和 B 为 三 阶 方 阵 ,上 且 满 足 A 十 B 二 AB. 解 答 下 列 问题 : 
1 —3 0 
(1) ЗЕ А Е п); (2) 已 知 B=|2 1 0 |, 求 矩阵 4。 
0 0 2 


2.3 矩阵 方程 $ 


分 析 (1) 证 明 4 一 已 可 逆 , 就 是 要 根据 已 知 等 式 , 利 用 和 矩阵 的 乘法 法 则 将 其 变形 ,进而 
ЖА Х.Ш (А ЕХЕ; (2) 通 过 对 等 式 4 十 B 一 4B 的 整理 变形 , 求 B. 
解 (1) 将 等 式 A 十 B 一 AB 变形 ,可 得 
(A—E)(B—E)=E, 


由 此 可 知 ,4 一 已 可 逆 。 
(2) НОЯ. (ВЕ). =А Е, І 


Ө. =%з Фу fh 0-0 2 

A=(B-—B"+p=|2 0 0| +o í o= 1 ү oÍ: 
б 01 0 0 1 3 

оо? 


类 似 地 ,可 以 解答 下 列 问 题 : 
设 A 和 B 为 三 阶 方 阵 , 且 满足 A? 二 A,24 一 B 一 4B 一 E。(1) 证 明 : 矩阵 A 一 B Jë n] j 


10 0 
的 ,并 求 出 它 的 逆 ; (2) 车 A 二 |0 3 —1| RAEBE B. 
06 —2 
二 、 课 后 习题 选 解 
а) 
1. 解 下 列 矩 阵 方程 : 
2 1-1 Р 4 2 3 423 
0) х|2 1 -[ ): | 1 1 о|х=| 1 1 o|+2X. 
Ë 1 (з: И (з) 
分 析 E H WEB J f M ЖЖК, 3: #| J ЕМЕ Ж R AB БЕ ЕЮ ЕЕ. 
解 (1) 不 难 求 得 ， 
apaa i | 4 ,| 
4 32 т к Ж касы. Жы 
(2) 将 方程 AX=A+2X Š PA, (A—2E)X=A. Hf 
® 23 
lA—2E|=| 1 一 1 0|=-1#oO, 
—1 2 1 
即 A—2E *| 2 , k 
入 说 
| 1 一 1 
—1 2 


和 4 2 
== Е Е. 11 
=] 6 А02 


2. БЕБЕ 7 ## (E—A)X=B,3 F 
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4 一 


° 1 0 | Ж ыы. 
— 4 Е | 
= = 1 1 
ЖЕЕ X. 
分 析 f HI WE E B: J ЖИ ЖИКА , 3: #| l ft B 3E Ж ЖОН 5 E RE ЕЕ. 
# ЮЛ,|Е—А|=2550,К# Е-А TŽ, TERE 


o 1 0 
(Е-А)чл=| 1 1 0 |, 
‚©. Ж 
©-т т 
于 是 
о 1 оуу 2 0 
х=(Е-А)в=| 7! 1 012 ol=| 1 IL 
= 二 Л. „1. 
0 рл +31 1 2 2 
1 ооо 
o 100 
з. 已 知 A 的 伴随 矩阵 为 A" = i io ‚Н Ж ABA =BA™' +3E, ЖЖ É В. 
о —3 о 8 


分 析 AUE ШЕК Pt JR Z AEE E Jr € W) КАЕ Жр 41 E ft Bi EE REOR AE S AE Ей EM, 
解 由 已 知 可 得 ,|A" |=|А|*=8,Җ|А|=2, Ж % ABA '=BA '! 十 3E 的 两 边 右 乘 A, 得 AB=B+ 
34, 所 以 有 
AB—B=3A,(A—E)B=3A, 
于 是 


В =3(A—E) 'A=3[A(E—A ')] 'A=3 (ЕА!) A 'A=3 (ЕА)! 
一 1 
=з(к—-уА` ) 一 6 (2E—A* )-! 
0 = /6 
0 0 
1 6 
0 0 


I 
о о н о 
о о о о 
о © о о 
о 


=6 


Дв) 
101 


1. sanac š 6 
101 
分 析 利用 矩阵 的 乘法 对 等 式 进 行 变 形 , 利 用 可 逆 和 矩阵 的 性 质 求解 。 
解 将 等 式 AB+ E= A: +B 变形 可 得 
(A—E)B=(A—E)(A+E). 


容易 求 得 ,14 一 E| 1 天 0, 故 矩阵 A 一 E 可 逆 。 在 变形 后 的 等 式 两 边 左 乘 (4 一 EE) ! 可 得 


= © о 
о н о 
о о н 


i =i 0 

2, | 0 1 nx 

= Ò 1 
分 析 利用 伴随 矩阵 的 性 质 及 解 矩阵 方程 的 一 般 步骤 求解 ,其 中 利用 伴随 矩阵 求 相应 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 。 
解 将 等 式 AX=A+2X 变形 ,可 得 (A 一 2E)XX 二 A。 容 易 求 得 
—1 — 0 
0 一 1 —1 
— 0 一 ! 
故 矩 阵 A 一 2E 1, ЕЖЕН Н 2 Ж (А —2Е) 


|A—2E| 


—1 1-1 1—1 0 0 1 -1 
aw 一 1 | o 1 БЕ 0 | 
1 -1 -1 八 -1 0 1 1—1 0 
3 0 1 g h 3 
5 ЕЕЕ 1 Е 1 "ани 
114 103 
分 析 l ft Hi E Bs ЖА fi SE W J £ В КАЕ, Жр 41 JI ft Bi EE B: oR AE S АЕ RE Ву ЖОЕ, 


解 将 等 式 AX=B 二 2X 变形 可 得 ,(A 一 2E)X 二 B。 容 易 求 得 
1 бе 
1 —1 1 
W 4 2 
故 矩 阵 A—2E 7, &®Ж W ҖИЛ ERA 2E) 可 得 


з 一 上 一 If2 1 $ 5 2 4 
X=(A—2E) 'В= E = ojjo 1 2|= 2 0 11. 
一 2 1 /XL 0 3 =x =p =] 


4. ЖА TŽ, H A'B=A +B, $£ F | ЖЮ. 


|А—2Е|= =—150, 


2 6 0 
(1) ИВ; “seb 2 1 
0 0 2 


分 析 参见 例 2.16。 
解 (1) 将 已 知 等 式 变形 可 得 
A`B=A '+B=A '+EB, 即 (4" 一 已)B 一 4 。 

上 式 两 边 取 行列 式 有 |A4" —Е||В|= 147! 1520, fi A B| 0, E Ë B TŽ., 
2 6 0 
0 2 6 
0 0 2 
B=(A'—E)'!A 1=(A(A'—E)) '!'=(|A|E—A) ', 


8 0 0 2 6 0 = S, 
IAIE—A=|0 8 0 o 2 6|=6lo 1 —1|. 
0 0 8 0 0 2 оо 1 


(2) 容易 求 得 ,14| 一 一 8 天 0。 由 等 式 (4 "一 已) 了 3 一 人 可 得 


其 中 


人 第 2 章 和 矩阵 


利用 过 矩阵 的 性 质 2 和 求 过 公式 4 一 人 | ,可 得 


2.4 ХАНИ 


Э. 


一 、 知 识 要 点 


定义 2.13 EKER A 用 若干 条 纵 线 和 横 线 分 成 许多 个 小 矩阵 ,每 个 小 矩阵 称 为 4 的 
子 块 。 以 子 块 为 元 素 的 矩阵 称 为 4 的 分 块 矩阵 。 
注意 ,根据 矩阵 的 特点 及 不 同 的 需要 ,可 将 一 个 矩阵 进行 不 同形 式 的 分 块 。 
分 块 对 角 和 矩阵 : 令 4 为 n 阶 方 阵 ,车 A 可 以 划分 成 如 下 形式 : 
А, 0 Еге 0 
ето), 
0 0 ++ A, 
其 中 ,A;(i 二 1,2,…,s) 均 为 方 阵 ( 阶 数 可 以 是 不 同 的 ),0 A FE BE СИУ Ж АЕ [п] Ж И), BJ FR 29 
Лях. 
分 块 对 角 和 矩阵 具有 如 下 人 性质， 
性 质 1 |А|=|А,||А,|--|А,|, 
性 质 2 车 |A;| 关 0(i 二 1,2,…,s), 则 A п, Н. 
Аг! 0 ... 0 
paraan 


二 、 疑难 解析 


1. 判断 说 法 “车 a Ab 都 是 nX1 Ж.Ш ab! = Ба" 或 aTb 二 bTa” 是 否 正确 ,并 说 明 
理由 。 


a b, 
А а b. 
答 设 a=| ° |=] ”|。 根据 矩 阵 的 乘法 法 则 ,有 
а, b, 
a ab ab … ab, 
т as abr asb ** агі, 
ab! = (bi b, b,) = ， 


b, ba, biaz bian 
b. baa, bza b;a, 
ba! = в (a а» a,) = уйн Я Ë N . 
b, бау ба» ba, 
b 
bz 
а = (а, a, … a,)| | |= aibi +asb,+  +a,b,, 
b, 


а= Б = | = ap ak F Hiba 


а, 

DW, a=b h}, H ab" = Ба"; "i аз Н.а" Ба", НЕ nx 1 Ж: a 和 5b, 都 有 
等 式 aaltb=b'a 成 立 。 

2. 利用 分 块 矩阵 进行 各 种 运算 时 ,有 哪些 注意 事项 ? 

答 ”在 对 分 块 矩 阵 进行 某 些 运算 时 ,可 先 将 每 个 子 块 当 作 分 块 矩 阵 的 元 素 , 然 后 按 和 矩阵 
的 运算 法 则 对 每 个 子 块 进行 相应 的 运算 。 但 进行 分 块 时 应 注意 以 下 几 点 : 

(1) 在 计算 A+ B 时 ,A #l B 的 分 块 方式 必须 相同 ,以 保证 它们 的 对 应 子 块 是 同型 的 。 

(2) 在 计算 AB 时 ,对 A 的 列 的 分 块 方 式 与 B 的 行 的 分 块 方式 必须 一 致 ,以 保证 它们 对 
应 的 子 块 能 够 相 乘 。 

(3) ЖАТ 时 ,要 先 将 子 块 作为 分 块 矩阵 的 元 素 , 然 后 分 块 矩 阵 转 置 ,最 后 再 将 各 子 块 转 


置 。 例 如 
АТ А 
A Aiz Ai E At АТ, 
Аы Аш ¿Ña еер 
As As 


3. 如 何 理解 : АВ=0 的 充 要 条 件 是 B 的 每 个 列 向 量 都 是 齐 次 线性 方程 组 Ах =0 的 解 。 
E 不 妨 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,B 为 nXs 和 矩阵 。 把 B 按 列 分 为 1Xs АДЕ В = 
Bi ,PB ,…,B,)。 由 分 块 矩 阵 的 乘法 有 
AB=A(B; ,BP ,--- B.) = САВ, „Ар ,-… ,AP,). 


于 是 
АВ = 0SAB = А, .В..---.В,) = CAB..AB......AB.) = (0.0.---.0) 
АВ, = 0.AB; = 0.---.АВ, = 0 
Sp -B21 B. 都 是 Ax 一 0 的 解 。 
三 、 经 典 题 型 详解 
i =i 0 ї Do 9: 13 
例 2.17 设 A= 9 0 1| B= oa ° $ ‚Ж AB ВА. 
o -0 2 =i 0 0 з —1 
о оо з G 0 =й 1 
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分 析 ”根据 矩阵 的 特点 ,将 矩阵 A ЯП В 进行 分 块 ,然后 按照 分 块 矩阵 的 计算 。 


解 EBE ARB 的 分 块 如 下 : 


1 一 2:1 0 3 

0 10 1 A Е 3 E B. 
A= | +Ñ |= :B= -| 一 

0 0:2 一 1 0 А, —1 0 B, 


0 0 : 0 3 
利用 分 块 甜 阵 的 乘法 ,可 得 


ав-[^\ E)E В) (A AB.+B, 
о А,)\0 B, б А,В, J) 


Ba E Bi\/A! E) (А, E+BA; 
0 B: 八 0 A, 0 В,А, 
其 中 
1 一 2 (一 2 3 3 一 1 1 一 4 
aB +в = | | | ( )-[ 
0 1 0 3 —2 1 —2 4 
2 一 1 3 一 1 8 一 3 
А,В, = = ， 
0 3 八 -2 1 —6 3 
1 0 一 2 3)/2 一 1 一 3 11 
Е-ЕВ,А; = + = ç 
0 1 о 33/0 3 0 10 
3 —1\(2 一 1 6 一 6 
В.А, = Е е 
—2 lJ\o 3 —4 5 
因此 ,有 
£ —2 1 —4 ї 二 有 一 人 11 
0 ї=2 4 0 1 0 10 
AB= j BA= 4 
0 о $ .—3 о о 6 —6 
о 0—6 3 0 о —4 5 
类 似 地 ,可 以 计算 下 列 问 题 : 
1 0 0 0 1010 
отоо =b 2 0 1 
(1) #А= B= , 求 A4B 和 BA。 
зл 0 ї 0 81 
—1 1 0 1 0101 
—1 0 0 0 =} 0 1 0 
о =i 0 0 1 зот 
(2) 设 4 一 ,B= sR AB 
= її 0 1 0 3 1 
1 =1 ò 1 = =p 21 
3 400 
i —3 @ 0 
例 2.18 设 A= „Ж. (114°; (2) А*; (3) АС" 
02 0 
о 02 2 


_ 2.4 分 块 矩阵 $ 


分 析 ”根据 矩阵 的 特点 对 矩阵 进行 分 块 , 进 而 利用 分 块 对 角 阵 的 性 质 进行 计算 。 
解 ” 对 矩阵 4 进行 如 下 分 块 


Ё Я 
А = 
0 А, 
其 中 
4 
不 难 求 得 
š 4 2 0 
lA | | А 25, | А, | | M 
4 3 2 2 


3 4\3 25 0 2 о\(2 0 4 0 
А = = ‚ A; = = ; 
4 一 3 八 4 0 25 2 2)\2 2 8 4 
25 0)\/25 5* 
Ai = = 
0 25 0 0 
Е | 一 一 人 | 
м 1) а 


(1) ВЕДИТЕ 3,4 |A| = |A A 
Ж 3,4 |А |= |А|#=10'%„ 
(2) 根据 分 块 矩 阵 的 乘法 ,有 


-3 
в) 


一 一 100。 进 一 步 地 ,根据 方 阵 行列 式 的 性 


5 0 0 
Ai 0 о 5 о о 
А = š 
0 A оо 2 0 
05220799 2% 
(3) 根据 分 块 矩 阵 的 性 质 2, 有 
3 4 
25 25 0 0 
4 3 
_ P al 25 25 0 
А = i |= Я 
0 A; i 
0 0 > 0 
ak г 
0 0 a 2 
类 似 地 ,可 以 计算 下 列 问题 ， 
2 0 0 O O 
0 2 700 
设 A=|0 1 4 0 0|,Ж|А*|,А* УА, 
0 Ó @ 8 2 
0002 1 


例 2.19 BA тв яй» Wto чта [о ¿J 
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分 析 根据 要 求 ,假设 出 所 求 矩 阵 的 逆 和 矩阵 的 形式 ,然后 利用 逆 矩 阵 的 定义 和 分 块 矩阵 
的 性 质 、 乘 法 计算 ,最 后 求解 相应 的 矩阵 方程 。 


Ж ЫШ 
p= [x | 
Xa X; 
其 中 Xn ,Xi ,Xzi ,半分 别 为 mXn,mXm,nXn,nXm 矩阵。 由 递 矩 阵 的 定义 可 知 
0 А\(Х, X, Е, 0 
M ol Ыы М 
根据 分 块 矩 阵 的 乘法 ,可 得 
AX, =E,, 
АХ» =0, 


BX 十 CX2 一 0， 
ВХ +CX;; =Е,, „ 


该 方程 组 的 解 为 
X. 一 一 B CA 1, Х„=В!, X, 一 4-1， Xan 一 人-10 一 0。 
因此 
P Pi 1 
р = i 
Аг? 0 
类 似 地 ,可 以 求解 如 下 问题 : 
А C/A үс Ау! 
ЕД aR e o) AE a a 
0 B C B B 0 
四 、 课 后 习题 选 解 
= 
1. 计算 下 列 各 题 : 
210 0/3 — оо 24 өү 
5 3 o 0—2 1 о о 430 0 
а) ; (2) 
оосо о o -23 oo 1 -1 
ооо 1/0 о о 75 ооо 1 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.17. 
解 (1) 根据 矩阵 的 特点 ,将 A fB 划分 为 如 下 的 分 块 矩 阵 , 即 
2 1100 0 
5 310 0 ( 0 四 4 
A| Ызы: [= = 
оото з 0 B 
о oio 1 5 
利用 分 块 矩阵 的 乘法 ,可 得 


其 中 


2.4 #==н > 


(2) 根据 矩阵 的 特点 ,将 A fo B X14239 TF Ж E Е, й 


因此 ,有 


жрт тн 
= о о о © 
— = = о о о 
N єч 
| ооо = = 
a $ © © = =ч © 
— 
n о e= о - 
7 
P 
espes S 
М I š 
a Є ы 
= = ° 
— = = 
° < == 
ч ө 四 ”一 2 
жге ае? | © о сея ~ 
n 
— l эк & 1 onon 
— 
\ = 4 a. oomo ооо ч = 
© еше L 
i Р < ч с © © oO O ч сч с 
: < ° 57 | 
s— é 
о oim о 
дай: инен еы жк < хае» очо о о 
г — 
ч mio о е < е = i | 
о ч+'о © <° © ж < гео °. 。 
— T O "ITYesITh гі 
| I ч 8 я 
< ы ai 
“ ашке] N 
< qm = 
N= d ж Ф 
=ч, # ж 
ж бе š Ж K 
= гаў т — m Ф 
$ S g °° == R E 
ж I Ж. < 王者 
ж ш ек Ж эш 
ч 
i Ж. вше e aR 
y É ноо о 2 
W з 
ж x jos P. £ 
R - oi = = Ж 
Е pa = * 
ж + BI +K 
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(2) 对 A 进行 如 下 分 块 


其 中 


不 难 求 得 


—— инә, 
° © mjn —|% -lm 


© ° lm aja mjn 


I 


© ° m| —|% =|m 


(3) 对 A 进行 如 下 分 块 


其 中 


不 难 求 得 


一 一 一 


-ln -ln mm = ° 
| 
-lv -wm -Im о ° 
| 
一 | -ln -Im о ° 
| 
© © ° se oe 


° ° ° mja жо 


I 2.4 == © 


50 0.0 a —? 0 0 
же 0 a 0 0 „фе 0 a 0 0 А 
оо во о ово 
0 0 —2 в o 028 
Ж АВА. 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.17. 
解 ”根据 矩阵 的 特点 ,将 矩阵 A ТВ 划分 为 如 下 的 分 块 矩 阵 , 即 
a 2: 0 0 а —2{0 0 
оа: 00| /4 0 _ o° io Oof (B 
| A 人 lo ЪТ B; 
o 0:—2 в 0 oiz в 
利用 分 块 矩 阵 的 乘法 ,可 得 


А,В,А, 0 
АВА= . 
0 А: В.А: 


其 中 
a 2\(а 一 2 fa 2 а? 2 
A B A, = = ， 
а) 0 а) 0 а 0 а 
0 0 0 0 
Ава 868 62 (е e) 
一 2 8 人 2 В/4—2 B —2 В 
因此 ,有 
а? 2 0 0 
0 а? 0 0 
АВА= не 
0 0 В о 
0 0:—2# f 
2. R FAE EAEE: 
0 a 0 = 0 0 
0 0 a о 0 
0 0 0 = 0 
al. . , ааа): 
о о о 0 а, 
а 0 0 о 0 
0 0 0 0 0 а 
о o 0 0 a 0 
0 0 0 < 0 0 O 
(2) (aaaz…az 天 0)。 
Qntl 0 0 0 = 0 O 


° 
Ë 
$ 

БИ, 

© 
© 
© 


0 0 ++ am 0 = 0 0 


Qaa. = _ 


分 析 利用 逆 矩 阵 的 定义 和 分 块 矩 阵 的 乘法 计算 。 
解 (1) 对 4 进行 如 下 分 块 
B a) 
А= > 
A 0 


其 中 
a 0 0 
0 аз 
A,=| . ‚ А;=‹(а,). 
0 0 а, 
根据 逆 和 矩阵 的 定义 ,不 难 求 得 
(и АГ! 
Аг" | 
Еж 
а! 0 0 
0 an 
AT 一 Ыя ‚ Аг=(аг!). 
о о а! 
故 
о о 0 а 
z 0 … 0 0 
бө агу 2 
4- 一 | _, =| 0 ap 0 о |. 
А; 0 күр э Ж 
о о or 0 
(2) 类 似 于 (1) ,对 A 进行 如 下 分 块 
0 A 
A= ， 
А; 0 
其 中 
0 a as 0 0 
0 0 
A= E ， А;,=| . е ° 
а с 0 0 о 0 аһ 
不 难 求 得 
0 az" artı 
i= [a Аг! „= ah of lo < 
А! 0 i 
a о о 0 о 
Ж 
0 о < 0 0 
0 о о < 
{| TE о о 0 а 
АП 0 0 0 agt 0 0 
0 аһ 0 0 0 
аг! о о о о 0 


3. 设 Al,As，…,A, ATË REE AREER HP 


а 


=н ©) 


0 0 A, 
А; 0 

А= А °. 
А, > 0 0 


分 析 TR E E Br 0 Fr ИНЖЕ КЕ X, #| И] 3k EW ЖЖ ЖЯ. 
解 ЖЛ 2 BEBE 6 £ E, Ж Ж ft 3 EBE SN 


0 ... 0 Аг! 
g Í a| АА 0 
Аг! о o 


1. 填空 是 
(1) RA Xn AAE, В |А| =a#0, N |247 |= 。 
1 


(2) ЖА AERAR Ла M| (+A) +a |= А 


1 —1 3 
9) wens |- 2 中 sara А 
0 5 0 
0 1 0 0 
1 
зева |0 ° 1 °|дл= š 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
0 3A 
G) йай т йв hn AAR Аав c= [ °, 0 jicl= . 


解 (1) ЖЕНЕН 2 可 知 ,14-:| 一 二 ,根据 方 阵 行列 式 的 性 质 2 知 ,124-:| 一 2 。 
(2) 利用 伴随 答 阵 的 性 质 、 过 矩阵 的 性 质 以 及 方 阵 行列 式 的 性 质 , 有 


lali | (+A) +a | 1244-! 十 344* | = |2Е+Е31А|Е| = 13Е|=3°, 
所 以 (2а) +з =з1, 
| Ж ы; 
G 易 见 ,AI 一 | -1 2a | s= 5 十 3)。 根 据 奇异 矩阵 的 定义 , 知 |14| 一 0, 所 以 
0 5 0 
4=—3, 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
(4) 根据 矩阵 乘法 的 定义 ,不 难 求 得 ,As 一 . 
0000 
0 0 0 0 


(5) 根据 方 阵 行列 式 的 性 质 2 可 得 ,|34| 一 3"a ,| 一 B| 二 (一 1)"wb。 根 据 分 块 对 角 阵 的 性 质 ,将 行列 式 


34 0 
GEEST TEETE | o p PAFIS Dte 3ab. 
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2. 选择 题 
(1) ЖАФВ Ял ИРЕ, ТАЕ ФЕС ). 
А. А1 =А B. 141141181 
С. |ЬА|=|А| D. |А+В|=|А|+|В| 
(2) kn M3PBA 的 伴随 矩阵 为 A , 且 |A* азо, АІС D). 
А. а B. 一 С. ач Da 
(3) 设 和 A 和 有 为 n 阶 方 阵 , 下 列 运算 中 正确 的 是 (。。 ). 
A. А=06А=0 В. 4: 一 4 全 4 一 0 或 А=Е 
С. (A—B)(A+B)=A° – В" D. (A—B)’ =A’ —AB—BA+ B’ 
(4) AB СИУ," ,分别 为 AB MERER ЖА] —2,1в\ =з, akan [р AE 
PRERIO D. 
K [ 0 "| в. ( 0 z] с. ( 0 е] р. ( 0 °] 
2A* 0 ЗА’ 0 2в` 0 3B' 0 
I: =l 1 
Sunan | 1 -ae ; 
ї = 1 
A. 1 В. 2 Ü $ D. 4 


解 (1) 根据 方 阵 行列 式 的 性 质 3 А, |АВ|=|А||В|,Ж% B. 


(2) 根据 伴随 矩阵 的 性 质 以 及 方 阵 行列 式 的 性 质 ,有 |4" | 一 |4| 一 ,于 是 14|=14" | 十 = ami, С, 
(3) 利用 算 阵 乘法 的 定义 计算 , 选 D。 
CA) 利用 伴随 矩阵 的 性 质 、 分 块 矩 阵 的 乘法 以 及 方 阵 行列 式 的 性 质 验证 。 不 难 求 得 


o A|; F 外 0 "JÜ 0 )-( 0 j= 
y B 0/\34* 0 0 2BB` 0 2|В|Е у 


в 0 
1 一 1 1 Д 
(5) | 1 1 中 -| 路 1 1), 于 是 ,474 一 
1 


1 
1 
ж =$ Е 
1 


3. 计算 下 列 各 题 : 


Ë В, 


一 3, 选 C。 


0 3 š 
(1) н) i l ЕЕ 
= 2-8 
3 
(2) Е; 1 一 1), 求 A"(n 为 自然 数 )。 
2 
1141 
orzaewaaaenae -fi 2 ааз. 
Ë $ N 
(4) 设 A 为 三 阶 方 阵 , 且 |A|= 二 2, 求 |14" Al, [RATSA 1,104" 11. 


—— ©) 


(5) AEE A= RIAIR A, 


ооо =< © 
о © л о 
от н о о 
л мо о о 
о о о о 


0 4 6 
解 (1) ЖЖ ЕК ЛЖ — ДЖУ, A ЖЯ] ft B ЗЕ B: Ж 38 5 ЗЕ RE ЕЕ, 
由 已 知 等 式 AB=A+2B 可 得 ,(4 一 2E)B 一 A, 因 此 
一 2 
B= а 1 = 
=} 


—1 з зүү 0 
1 
Е 1 | 1 
1 1 —1/\—1 
(2) 根据 矩阵 乘法 的 结合 律 , 有 


жш ЖЕ ШЕЕ 


3 
= -| 小 1 —1)=2"'А, 
2 


(3) 利用 伴随 矩阵 的 性 质 计算 。 容 易 求 得 


5 ï 
2 1 2 
= 一 一 2 一 = Е... же A 
4 一 (4-1) 一 一 1 1 о |, lAl 21122, 
1 1 
П: 
ЮЖ АА’ = |A|E, WA 
5 —2 —1 
"T =| 一 
cae) ТАТА 2 2 ölj: 
—- 0 1 


(4) ЖЯ ft RE E Ë 9 t ORAR. EA 4 为 三 阶 方 阵 ,|4| 一 2, 所 以 |4* | 一 |4|: 一 4, 则 有 
ПА" |А|= |4А|=4° |A|=128; 


不 难 验证 
рй. ый 19 
А[ (2A) 5А' ] 2 E—5AA > E 5|А|Е > E, 
两 边 取 行列 式 可 得 
з 
14((24) 一 一 54" ) |= |А||(2А)7!—5А” | ( = š 
因此 
-一 54. |=—19, "узуш 1 = 1 =- 工 
leamsa = = A = 


(5) 根据 矩阵 的 特点 对 算 阵 进行 分 块 ,进而 利用 分 块 对 角 阵 的 性 质 进 行 计算 。 
对 入 进行 如 下 分 块 
r J 
А= , 
0 A; 


gaa 


其 中 
02-3 
з 8 
a- ). “| 5 | 
2 5 
3 4 6 
则 
=o о ï 
[А l==1i, A [=1 к (5 š А =| o —3 
| ， «|=1, A 2 _3j， 4 
1 2—3 
故 


—5 8 о о O 

да 0 2-3 о о 0 

ГА [= 1А, ПА, |=—1, a-f )- о 0-2 о ц. 
4 
3 


0 А 

0 0 0 — 

о 0 1 2— 
4. 设 和 A 和 B 均 为 两 个 n Br E.A" 是 和 的 伴随 矩阵 , 且 |A|==2,1B|== 一 3, 计 算 下 列 行列 式 : 
(1) |a1p'—A B™ |; (2) |24° ВІ. 
分 析 l JH E B: £ >> {КЕМЕШ Ek Pü fa Л B $t | R 8 k O R SR, 
解 (1) 不 难 求 得 

A(A™'B* —A' B 1)B=B'B—AA' =|B|E—|A|E=—5E. 


在 上 式 两 边 取 行列 式 可 得 
14(4-:B" 一 人 "有 8 ')B|=|AJ|A 'B'—A B '||B|=(—5)", 


因此 有 
1471B* А" в 1= 0057, 
(2) 根据 方 阵 行列 式 的 性 质 2 和 性 质 3, 有 
|2A° В|=2" |A" ||В|=2" 14|"! 181=С—3) • 2, 
5. АЖВАЛ А ИУ B A= (а, у. Y) B= (B.Y; ,ys y). ЖФ aB VYY ЖЗ ЛЖ E, E. 
lA|=4,|B|=1, Ж|А+В|. 
分 析 lJ EBE by ЛЖ Ж ATA R E KP. 
解 ”由 于 4 十 B 一 (十 ,27: ,27s ,27,) ,于 是 
14 十 如 一 8| (十 By2 ,73 У) |=8[| Са, Уз.) 1+1, 59.7) ]|J=8[|A|+ |B|J=40, 
6. 设 a,bscsd 为 不 全 为 零 的 实数 ,证 明 : 线性 方程 组 
azl 十 bzrz 十 czs 十 dz 一 0， 
bz, —ax, +dz; —cz=, =0, 
слі —dz;: —azs +bz, =0, 
dzi 十 czz 一 pzs 一 az 一 0 
只 有 零 解 。 
分 析 利用 定理 1.4 和 矩阵 的 乘法 及 方 阵 的 行列 式 进 行 验证 。 
证 设 4 为 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 ,不 难 求 得 
a b $ d 
b а а с 
—d —a b 


= а 
в 
А. 
“ 


| ААТ |= 


& 
А 
| 
> 
| 
A 
Á a 
| w 
А 
m) 
° 
F. 3 
A © 


а+ь + + а 0 0 0 
0 a+ +O +a 0 0 
= 0 0 a+ +C + dt 0 
0 0 0 a +b +e + d 
=(a:+ tetty, 
由 定理 1.4 可 知 , 当 a,b,csd 为 不 全 为 零 时 ,|4| 天 0, 所 以 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 。 F E 


Т. 设 A 和 BB 为 同 阶 方 阵 ,判断 下 列 说 法 是 否 正 确 ,并 说 明理 由 : 

(1) ЖЖ АВ Ў, ДАВ #7728; 

(2) ЖЖ Ё АВ 可 逆 , 则 ВА 4 [38 ; 

(3) ЖЖ Ё АТА 可 逆 , 则 ААТ 也 可 逆 。 

分 析 利用 定理 2.2 及 其 推论 判断 。 

(1) 正确 。 若 AB 可 逆 , 则 |4B| 一 |4|| 了 | 天 0, 因 此 |4| 天 0,|1B| 天 0,4 f B 都 可 逆 。 
(2) ЕЖ. ЖАВ 可 逆 , 则 |4B| 一 |4|| 了 | 一 |B4| 天 0,BA 也 可 逆 。 

(3) Ей, ЖАТА 可 逆 , 则 1474| 一 |4T1141| 一 |44T| 天 0,44T 也 可 逆 。 

8. 解答 下 列 问 题 : 

(1) 判断 下 面 矩 阵 A 是否 可 逆 ? 若 可 逆 , 求 出 其 逆 矩 阵 ; 


1 2 一 
| 3 1 | 
—1 0 一 2 
。 判 定 线性 方程 组 Ax 二 b 是 否 有 唯一 解 。 若 有 唯一 解 ,并 求解 。 
0 
分 析 根据 定理 2.2 判断 矩阵 AA 是否 可 逆 , 基 可逆, 利用 伴随 矩阵 求 逆 矩 阵 ; 根 据 定 理 2. 3 判断 线性 方 
程 组 是 否 有 唯一 解 并 求解 。 


解 (1) 容易 求 得 ,|4| 一 9 天 0, 因 此 矩阵 4 是 可 逆 的 。 进 一 步 地 ,|4| 中 各 元 素 对 应 的 代数 余子 式 分 
ШЕ 


1 
(2) 令 b=|1 


An 2,Аа = 4,An = 1,A = 6,Аг 3.Аз 3,As = 1,Аз 2.Аз 5. 
于 是 
一 2 4 1 
A -| 6 =3 二 
1 -2 —5 
利用 伴随 矩阵 的 方法 ,不 难 求 得 
—2 4 1 
А тата =] 6 一 y 
—2 —5 
|. 


(2) 由 于 (1) 知 A 和 可逆, 因此 线性 方程 组 or 
4 
3 


x=A"1b' TE 


1 
9. sed): ° 5 А 
1 —1 2 


分 析 利用 伴随 矩阵 的 性 质 、 逆 矩阵 的 性 质 和 方 阵 行列 式 的 性 质 求解 。 


人 第 2 章 = _ 


解 uH f Bñ E BE i BE JR TT a ATAT = |А E, A kA (AT) = A~ |А, 


1 3 0 
容易 求 得 ,14| 一 f 5 | = 1,14711= 4,8% 
1 =} 3 
1 з 0 
изени) 5 | 
E =i S 


10. iz n MF E A 满足 A 一 A 十 E 二 0, 证 明 : A 为 非 奇 异 矩 阵 。 

分 析 利用 矩阵 的 乘法 和 定理 2.2 的 推论 证 明 。 

证 将 等 式 A? 一 A 十 E 二 0 变形 ,可 得 A(E 一 A) 二 EE, 根 据 定理 2.2 的 推论 可 知 ,矩阵 入 可 逆 , 即 人 为 非 
TREE. иф 

11. Ж А*=0(Ё 是正 整 数 ), 证 明 : (E—A) =Е+А+А? +. +A, 

分 析 lJ EBE Жа 2. 2 的 推论 证 明 。 

证 由 于 44 一 0, 整 理 可 得 

ЕА = Е=> (Е— А)СЕ-+А+А? +- БА!) =E, 
由 定理 2.2 Hik s Ж,Б Е—А TX, AEA '1=E+A+-- +AT, 证 毕 


„=. LA ÆN эз; Q RS 
< X| ү (5 < ИЙ) x D 
„ы AR NIII ADT БА 
1. 矩阵 的 运算 
(1) В а= (1,2,3),В (т) ®#®А arB, 其 中 or ане А" (1994 年 7 
1 1 
СЕ Т 
提示 : Аат (ат) pap атр, аж 3 '|2 1 E, 
3 
L 1 
1 — 1 
ОЕ 1 нен „ (2003 年 ) 
1 — 1 


1 — 1 1 
提示 : 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 3。aaT É 1 下 1 1) ,结果 为 3。 
1 — 1 1 
101 
он 2 |a menzes neen „ (1999 年 ) 
101 
提示 : А" — 2А"! = (А — 2Е)А"!, + (А—2Е)А=0, Т ERA 0. 
0 —1 0 
wanna 0 ЕЕЕ А 
о о —1 
(2004 年 ) 


考研 试题 选编 2 A 


з 0 0 
az, saanasounaza анз 3 中 


„Ж = 
1 2 —2 
(5) zal; t 3 |, 了 3 为 三 阶 非 零 矩 阵 , 且 4B 一 0, 则 t= 。(1997 #) 
з —1 1 


ER: 依 题 意 , 非 零 矩 阵 召 的 列 向 量 都 是 齐 次 线性 方程 组 4Ax 一 0 的 解 ,因此 必 有 |A| 二 0, 由 此 解 得 t 二 
=з. 

2. 方 阵 的 行列 式 

(1) Ж а ,а,,а,.В..В. # Ж AEA 8 E. EA la aa, B | =т, la a: Ba | =п, 4 阶 行列 式 
|аз,а,в,+|=(  ).,G993 Æ) 

А. т+п В. —(m+n) С. n>m D. m—n 
ER: 利用 行列 式 的 性 质 4( 可 加 性 ) 进 行 拆 分 , 选 C。 
(2) 设 w ,as ,as 均 为 三 维 列 向 量 , 记 和 矩阵 A= (a) ,as a), B= (а +a; + as ,ai +20: + 4as ,al +30: + 


9ш,),жЖ|А|=1,% 4 |В|= „ (2005 年 ) 
BR: 一 种 方法 是 利用 行列 式 的 性 质 4 和 性 质 5 对 行列 式 进行 拆 分 和 化 简 ; 另 一 种 方法 是 利用 矩阵 乘 
П. 
балазы, 2 'asmawanaanan 
1 3 9 
(3) 设 а=(1,0,—1)7,# É A=aa!,n ЕЖ, W| |aE —A" | = „ (2000 年 ) 
#х.А'=2"!А,ЖЖ A а (a 一 2")。 
101 
| 0 2 ome 
—2 0 1 
o (2003 年 ) 
提示 : 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.11, 结 果 为 十。 
Onera i p E A SAE E ERE p X вав, нів! „ (2006 #) 


提示 : 将 等 式 BA=B+2E 变形 为 B(A 一 E) 二 2E, 然 后 两 边 取 行 列 式 ,结果 为 2。 
3. 可 逆 和 矩阵 、 伴 随和 矩阵、 分 块 矩阵 
(1) 设 A 为 n d EBMB ,ЕЗ п 阶 单位 矩阵 。 若 А?=0,Л|( )。(2008 年 ) 
A. E-A + | # ,E+A 不可逆 B. Е-А + | 32 ,E+A * £ 
С. E 一 A 可逆 ,E 十 A TŽ D. E—A 1 # ,E+A Ж *[ $ 
ER: 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2.12, H F, Е=Е- А = (E— A)(E+A+A),E= 
ЕТА? = (Е+А) (Е-А+А?),# С. 
(2) 设 A,B 均 为 二 阶 矩 阵 ,A" ,B" 分 别 为 A,B ЁШ ЕЕ. Ж|А|=2, [41 =3, Д 2 3k E É 


0 A 
( ELET ), (2009 年 ) 
B 0 
= Рб, ў a № и) м "| 
А. B. © р. 
24” 0 ЗА 0 2B" 0 зв 0 
А 
0 


0 A 0 
ял. |, |= oale =o яв. se e (0 Jra. 然后 根据 A" 二 1414-!1, 有 


D 第 2 章 = | 


0 А\' 0 A|(0 AY" о B` о бв" о 2B' 
k n ато a 
B 0 B 0|\В 0 А! 0 бА! 0 ЗА` 0 
(3) RARE — nn223) Ë 7 E, A 是 其 伴随 和 矩阵。 又 有 为 常数 , 且 650, І, ДСА)" =( )。 
(1998 年 ) 


А. РА’ В. АА" С. РА" D. ЕА" 


提示 : НА" =|А|А—! 2, (РА) " = |АА | (А) =R" |A| * TA" ВА", В, 


(4) ЖАВ Yn MERA BAIA А,В жанин. anec (人 N C WW EW 


为 C" 一 ( )。(2002 年 ) 


(о) a (е uue) 
e (A ma) [у we 


А 0| (А бү А! 0 
提示 : C 一 |CIC = ( ) -Iallal[ 7 
о в ‘0 B о B` 


(5) Ж 4 一 (ay ) 是 三 阶 非 零 矩 阵 , |А Ж А ТЯХ ,А; 5 а, W КЖЕ, ау +A =0G,j=1,2, 
3), 则 14| 一 。(2013 年 ) 

提示 : 根据 伴随 矩阵 的 定义 ,由 my 十 Ai 一 0(iyj 一 1,2,3) 知 ,4T 一 一 4 ,然后 两 边 取 行 列 式 得 故 |A| 为 
零 或 一 1; 再 根据 14| 一 aaAu HarArtasAn=— (ai Hai tai) #0 可 得 14 一 一 1。 


(6) ЖЖФАЖЕА А -4Е=0. ФЕ ФЕ, ДСА Е) = „ (2001 年 ) 
提示 : $KE RHB ИР 1 2.12,# ЖЯ --(А+2Е). 
1 0 00 
з оо 
(7) 设 4 一 с. g E 2 4 阶 单位 矩阵 , 且 B= (ЕТА)! (Е-А), R] (E+B)! = 
о о —6 7 
„ (2000 年 ) 
提示 : 将 等 式 B = (E+A)`' (E—A) # it ЖЛ] # # T (E+B) = + (Е+А), 结 果 
1 0 00 
-1 2 00 
0 -2 зо 
о 0 —3 4 
1 0 0 
(8) | 2 152 ЕМЕ, ДСА" 1 = „ (1995 #) 
345 


1 

= =10 7 可 2 1 А-1 
提示 : 由 |A|==10 可 知 ,A 7 (А)! ТАТА М: 
3 


0 0 

4 5 

(9) 已 知 A,B 为 三 阶 和 矩阵, 且 满 足 24 'B 一 B 一 4E, 其 中 巨 是 三 阶 单位 矩阵 。 
1 一 2 0 

oan erare osai 2 Т (2002 #) 
о о? 


考研 试题 选编 2 D 


0 2 0 
提示 : 参见 经 典 题 型 详解 中 例 2. 16, 结 果 为 -|- =ï 中 
0 0 一 2 


(10) йл #1 а (,0,---,0,4)7,а<0,Е Яп ФЕ Њ,А=Е-аат,В-Е+ аа", ФА 


逆 和 矩阵 为 B, 则 a= 。(2003 年 ) 


提示 : 依 题 意 ,AB 一 E, 即 (E аа) (4-а?) E ËS TA а=—1, 
(11) ЖА п MEERE aH n ЯЕ, RARER 


-Lau aJ) le 2) 


ЖР А' ZER AREER EHn 阶 单位 矩阵 。 解 答 下 列 问 题 : (1997 #) 


*= 


G) 计算 并 化 简 PQ; GD EAEE Q TX W % Ж ЕЖ aTlA ab, 


mac ялуу жж о- (2 Е J. 
0 |A| (b—a"A~'a) 


4. 矩阵 方程 
(1) 设 A,B,C 均 为 n 阶 矩阵 ,EE 为 n 阶 单位 矩阵 , 若 B=E+AB,C= 二 A 十 CA, 则 B 一 C=( ), (2005 €) 
A.E B. —E C.A D. —A 


提示 : 通过 对 已 知 等 式 的 变形 即 可 得 到 结论 , 选 A。 
0 1 1 
101 
110 


HEH X # Ж АХА -ВХВ= АХВ + BXA + E, # ф Е 
111 
阶 单位 矩阵 , 求 X. (2001 +) 


1 0 0 
o erana: 4 Е 


125 
提示 : 将 等 式 变 形 为 (A 一 B)X(A 一 B) 二 EE, 结 果 为 外 [ 1 站 
ow 1 


a 1 0 
(3) umfi a enema ans 
0 1 a 


O Жа 的 值 ; GD ЖЕЕ X # E ХХА —AX+AXA =E,j3t p EZ =É $ 5 E ÉE , R X. 
提示 : G) НА =0 可 知 ,|4| 一 0, 进 而 可 以 求 出 a 的 值 ,结果 为 a 二 0; Gi) 对 等 式 整 理 可 得 


和 ~ 
= 


$1 -2 
A)X(E 一 A ) 二 EE, 结 果 为 XX | 1 | 
2 1 —1 
(4) R (2E—C''B)AT=C'!,j£ P E Z 4 AAEE, A 2 4 Br E É A AREER, HE B= 


Же = Eet 
k. 2$ 0 1 2 0 
,C= ， 求 矩阵 A。(1998 年 ) 
@ 32 2 0012 
0 0 1 00 01 
1 о оо 
x _ ї. 10: O 
提示 : 将 等 式 变形 为 (2C 一 B)4I 一 已 ,结果 为 A= = iaf 
0 1 —2 1 


矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


一 、 基 本 要 求 


1. 掌握 初等 变换 和 初等 矩阵 的 定义 功能、 性质; 了 解 矩 阵 等 价 的 概念 。 
2. 熟练 掌握 用 初等 变换 求 矩 阵 的 逆 , 求 矩阵 的 秩 , 判 定 和 求 线性 方程 组 的 解 。 


二 、 知 识 网 络 图 


换行 ( 列 ) : rerl) 

数 乘 : Ar (kci) 

倍加 : ri 十 krj Сс, с) 

矩阵 的 等 价 (定义 3.2) 

同 解 线性 方程 组 (定理 3.1) 

和 矩阵 的 行 阶梯 形 、 行 最 简 形 和 标准 形 (定理 3. 2 及 其 推论 1 .推论 2) 
第 一 种 初等 矩阵 : EG j) 

sex. p|! Sasam. E(i(k)) 

第 三 种 初等 矩阵 : EG (k) 

两 个 矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 (定理 3.4) 


初等 行 ( 列 ) 变 换 
(定义 3.1) 


初等 变换 


初等 矩阵 


ж 初等 矩阵 的 逆 ( 定 理 3. 5) 
е 等 价 方 阵 的 行列 式 (定理 3. 6) 
初 | 初等 矩阵 与 初等 变换 的 关系 (定理 3. 3) : 左 乘 变 行 、 右 乘 变 列 
Š 矩阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 ( 定 理 3.7): 初等 矩阵 表示 法 
初等 行 变换 : (AEEA) 
名 Men yanan, EHE) 
应 用 1 E А! 
AX=B—X=A 'B 初等 行 变换 : (А В) (Е A'B) 
ннем сготви (6) E ) 
с баг“ 
k 阶 子 式 ( 定 义 3.4) 
应 用 2 кинаи 3. 5) 
满 秩 矩阵 、 降 秩 矩 阵 


用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 (定理 3.8) 
非 齐 次 线性 方程 组 的 解 (定理 3.9) 


аы кануни кси 3.10) 


3.1 初等 变换 与 初等 矩阵 $ 


PI FE RE PA fE {ЕТЖ И: ‚КОН РЕП 2 A EK ‚ ЖЕК PE y Be # SE a] йт дш AA aF ЖШ ТЕН. 
它 在 线性 代数 中 占有 很 重要 的 地 位 。 


3.1 EESE 


一 、 知 识 要 点 

1. 矩阵 的 初等 变换 

定义 3.1 如 下 的 三 种 变换 称 为 对 矩阵 实施 的 初等 行 变 换 ， 

(1) 互 换 矩 阵 的 第 ;7 两 行 ( 记 作 ror). MERAT: 

(2) 将 矩阵 的 第 i 行 各 元 素 乘 以 非 零 常 数 k( 记 作 kr) ,简称 为 数 乘 ; 

СЗ) 将 矩阵 的 第 j 行 各 元 素 乘 以 非 零 数 k 后 加 到 第 i 行 的 对 应 元 素 上 ( 记 作 十 kr;), 简 
称 为 倍加 。 

若 将 定义 3.1 中 的 “ 行 " 换 成 “ 列 ”, 即 可 得 到 初等 列 变换 的 定义 (所 用 记号 是 将 “r” 换 成 
“c”) 。 对 矩阵 进行 的 初等 行 变 换 和 初等 列 变换 ,统称 为 初等 变换 。 

定义 3.2 HHIH [А 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 瑟 , 则 称 和 矩阵 4 与 B 等 价 , 记 作 
АВАВ. 

矩阵 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 : 

性 质 1( 反 身 性 ) 4 与 4 等 价 ; 

性 质 2( 对 称 性 ) 如 果 4 与 B 等 价 ,那么 B 与 4 等 价 ; 

性 质 3( 传 递 性 ) ”如 果 4 与 B 等 价 ,B 与 C 等 价 ,那么 4 与 C 等 价 。 

定理 3.1 令 4=(4, 思 和 了 =(B,d) 分 别 是 线性 方程 组 4x= ЯП Bx =d 的 增 广 矩阵 。 
ЖОШ: А 经 过 有 限 次 初等 行 变换 后 变 为 矩阵 B , 则 线性 方程 组 Вх=4 5 Ax =b 同 解 。 

由 于 初等 列 变 换 会 改变 对 应 线性 方程 组 中 未 知 数 的 位 置 ,从 而 导致 解 的 位 置 发 生变 化 ， 
所 以 ,在 实际 计算 时 通常 只 用 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 ,很 少 使 用 初等 列 变换 。 

一 般 地 ,对 和 矩阵 4wxw 实 施 有 限 次 的 初等 行 变 换 , 可 将 其 约 化 为 如 下 形式 的 矩阵 , 即 


Си Са ** С Сі a бы 
О св * с» CarH O" С 
0 O- we б бы б" 7} 
0 0 0 0 0 
0 0 = 0 0 .. 0 


称 为 行 阶梯 形 矩 阵 。 它 具有 如 下 特点 : 
(1) 每 个 阶梯 只 占 一 行 ; 
(2) 任 一 非 零 行 ( 即 元 素 不 全 为 零 的 行 ) 的 第 一 个 非 零 元 素 的 列 标 一 定 不 小 于 行 标 , 且 
第 一 个 非 零 元 素 的 列 标 都 大 于 它 上 面 的 非 零 行 (如 果 存 在 的 话 ) 的 第 一 个 非 零 元 素 的 列 标 ; 
(3) 元 素 全 为 零 的 行 (如 果 存 在 的 话 ) 必 位 于 和 矩阵 的 最 下 面 几 行 。 
若 对 行 阶梯 形 和 矩阵 再 实施 有 限 次 的 初等 行 变 换 , 可 以 将 其 进一步 约 化 为 如 下 的 矩阵 , 即 


> 第 3 章 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


0 0 bim 78 
0 0 ban bon 
0 0 1 brn bm 
0 0 0 0 0 
Ó ò s 0 0 seo ' 9 


称 为 行 最 简 形 。 它 的 特点 是 : 每 一 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 全 为 1; 且 它 所 在 的 列 中 其 余 元 
对 于 任 一 给 定 的 矩阵 Awx** 可 以 经 过 有 限 次 的 初等 行 变 换 将 其 约 化 为 行 阶梯 形 以 及 行 最 
简 形 。 进 一 步 地 , 若 对 行 最 简 形 矩阵 再 实施 有 限 次 初等 列 变换 , 则 有 下 面 的 最 简单 形式 , 即 


1 0 + 0 0 = 0 
0 1 = 0 0 = 0 
0 0 1 0 0 |. 
0 0 о о 0 
о 0 = 0 0 = 0 


PRH RE BE: A,x, 的 标准 形 。 

定理 3.2 任 一 矩阵 可 经 有 限 次 初等 行 变 换 约 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 。 

推论 1 任 一 矩阵 可 经 过 有 限 次 初等 行 变 换 约 化 为 行 最 简 形 矩阵 。 

推论 2 ” 任 一 可 道 矩 阵 可 经 过 有 限 次 初等 行 变换 约 化 为 单位 矩阵 。 

2. 初等 矩阵 

定义 3.3 由 单位 矩阵 已 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 。 和 矩阵 的 三 种 初 
等 变换 对 应 于 三 种 初等 矩阵 。 

(1) 第 一 种 初等 矩阵 : 互 换 单位 矩阵 巨 的 第 i 行 与 第 j 行 (或 第 i 列 与 第 j 列 ) 可 以 得 到 
第 一 种 初等 矩阵 B 


E(i,j) = : 1 


3.1 初等 变换 与 初等 矩阵 分 


(2) 第 二 种 初等 矩阵 : 将 单位 和 矩阵 下 的 第 i 行 ( 或 列 ) 乘 以 非 零 常数 上 可 以 得 到 第 二 种 
初等 矩阵 , 即 


E(i(k)) = k 第 i 行 。 


(3) 第 三 种 初等 矩阵 : 将 单位 矩阵 E 的 第 j 行 (或 第 i 列 ) 乘 以 常数 & 加 到 第 i 行 (或 第 j 
列 ) 的 对 应 元 素 上 ,可 以 得 到 第 三 种 初等 矩阵 , 即 


EGj (k)) = 


定理 3.3 БА ж-т Хп ЖИЕ. ХРА 施 以 一 次 初等 行 变换 ,相当 于 在 4 的 左边 乘 
AMAY m 阶 初等 矩阵 ;对 A 施 以 一 次 初等 列 变换 ,相当 于 在 A 的 右边 乘 以 相应 的 n 阶 初 
等 矩阵 。 简 称 为 左 乘 变 行 , 右 乘 变 列 。 

定理 3.4 mXn EA УВ 等 价 的 充 要 条 件 是 : FE m KEE P P,P K n 
阶 初等 矩阵 Qi Qo ,… О, ,使 得 

РР, «P AQ. О, ° Q, = B, 

对 于 三 种 初等 矩阵 EG j) ,E(i(k)),E(ij(k)) ,容易 求 得 

|EG,j)|=—1, ТЕС) |= 6520, |EGj(&)|=1.,. 

初等 矩阵 的 特性 : 

(1) EGDI SEG BEGODI Е.) EOD EG. 

(2) 对 于 方 阵 A, 若 |A|=a, 则 |EGi,j)A|== 一 a,|EGi(k))A|=ka,|E(ij(k))A|=a。 


定理 3.5 初等 矩阵 均 可 道 ,而 且 初 等 矩阵 的 道 矩 阵 仍 为 同类 型 的 初等 矩阵 。 
定理 3.6 ”对 于 方 阵 4, 若 14| 天 0, 则 与 4 等 价 的 B 的 行列 式 不 为 零 , 即 1B| 关 0。 


3. 用 初等 变换 求 逆 矩阵 


定理 3.7 方 阵 A 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 : A 能 表示 成 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 , 即 
А =Р;Р, Р, , 


брт" 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


其 中 Pi ,P;,…,P, 均 为 初等 矩阵 。 
ЖӨН: A 经 过 一 系列 初等 行 变换 变 为 单位 矩阵 下 , 则 单位 矩阵 下 经 过 同样 的 初等 行 变 
FE A ,其 过 程 可 表示 为 
(A gy ета p > 
这 一 过 程 实际 上 就 是 将 矩阵 (4 EE Ж ЭЙ Л SEIT 284629 429 4 T ha i JÉ E E „ 
A 
类 似 地 , 若 对 2n Xn =н ç am 有 
E 


РД) 


用 初等 变换 求 道 矩 阵 的 几 点 说 明 。 

(1) 对 和 矩阵 (4 泥 ) 只 能 实施 初等 行 变 换 , 且 在 进行 初等 行 变换 时 ,必须 将 右边 单位 矩阵 
E 所 在 的 块 同时 进行 。 

A 

(2) док =ч занин, b fk Ей казни лн ] 内 能 和 
Jü SEII RE He, НЕЕ ЯЛ ЗЕ А АЕН, ЕЛ АЙ Е ИЕ E 所 在 的 块 同时 进行 。 

ШЕЕ Ж A RE BE J Jy тр JH РН е О Е ИЕ FE o 

ТАРО АХ= В. # A пй, Д X=A !B. ЖА] (А ВЭ J 8472648 GE 
A НЕЕ 时 ,B 就 约 化 为 4-1B, 即 

(A вә 19 ‚к A-B). 


A 
同 理 ,在 求解 矩阵 方程 YA =С В. A njim Д] УСА. 可 以 区 天 办 | t emsa 


С САС! j 
二 ,疑难 解析 


1. 举例 说 明 : 用 消 元 法 求解 线性 方程 组 与 用 增 广 矩阵 方法 求解 线性 方程 组 的 对 应 


变换 ,使 得 


线性 方程 组 增 广 矩阵 
7z 十 8z: 十 11z: 一 一 3， 7-8 11 一 3 
Е 22 — 3z,=—4, | 1 =3 =] 
ху+2х;+ 3zs 一 1。 1 2 3 1 
互 换 方程 组 中 第 一 .三 个 方程 的 位 置 ner 


л |22. Заз =l, | 3 1 
5z, + zz 一 3z,=-—4, 5 1 -3 —4 


7zi 十 8zz 十 11zs: 王 一 3。 


将 第 一 个 方程 的 一 5 倍加 到 第 二 个 方程 上 ， 
一 7 倍加 到 第 三 个 方程 上 
Zi 十 2zs 十 Зх; =1, 
| —9z, —18z, = —9, 
— 6z: —l0z;=— 10. 


将 第 二 个 和 三 个 方程 分 别提 出 公 因子 一 9 和 一 2 


3:1 55555 Су 


т — 5r 


ra— Tr 


2 3 1 
= .= —9 


=6 =10 =10 


Zi 十 2zz 十 3zs 一 1， 
| Zz 十 2zs 一 1， 
3xzz 十 5zs 王 5。 
将 第 二 个 方程 的 一 3 倍加 到 第 三 个 方程 上 
Í +2х,+3х,=1, 


2.12231, 
—23=2, 

将 第 三 个 方程 的 2 倍加 到 第 二 个 方程 上 ， 

3 倍加 到 第 一 个 方程 上 


一 Z3 一 2。 
将 第 二 个 方程 的 一 2 倍加 到 第 一 个 方程 上 ， 
将 第 三 个 方程 乘 以 数 一 1 


f a 
22=5, 
23=—2, 


r2/( 


1 
0 
0 


由 于 以 上 各 线性 方程 组 同 解 , 故 此 线性 方程 组 的 解 为 


Xl 3, хт; 


9) ,rs/(—2) 
231 
12 ] 
3 5 5 


13 一 372 


2 3 1 
1 2 1 
0 =r 2 


оо 一 3 
10 5 
өй —2 


由 定理 3. 9 知 


2。 


2. 在 对 矩阵 实施 初等 变换 时 ,与 初等 矩阵 有 何 关系 ? 如 何 理解 “ 左 乘 变 行 , 右 乘 变 列 ”? 
答 D AHER A 施 以 一 次 初等 行 ( 列 ) 变 换 得 到 矩阵 B.B 和 A 的 关系 是 等 价 的 , 即 


A 一 B; 而 在 A 的 左 ( 右 ) 边 乘 以 相应 的 m 阶 初等 矩阵 已 (> 阶 初等 矩阵 0Q) 得 到 和 矩阵 B, 则 B 和 
A 的 关系 可 以 用 等 号 连接 , 即 B= PA(B=AQ). 


(2) 如 何 理解 “ 左 乘 变 行 , 右 乘 变 列 " 非 常 重要 。 对 于 第 一 种 初等 矩阵 ,在 矩阵 A 左边 乘 


例如 ,对 矩阵 A 施 以 一 次 初等 行 变换 


(或 右边 乘 ) 以 初等 矩阵 EG j) ,表示 对 和 矩阵 4 的 第 i 行 与 第 j 行 (或 第 i 列 与 第 j 列 ) 进 行 互 
换 ; 对 于 第 二 种 初等 矩阵 ,在 矩阵 A 左边 乘 ( 或 右边 乘 ) 以 初等 矩阵 E(i(k)) ,表示 对 矩阵 A 
的 第 i 行 (或 第 i 列 ) 乘 以 非 零 常数 ;然而 ,对 于 第 三 种 初等 矩 阵 ,在 矩阵 A 左边 乘 以 
ЕСС ЛЖ ВЕ А 的 第 j 行 乘 以 常数 & 加 到 第 i 行 的 对 应 元 素 上 ,右边 乘 以 E(ij(k)) 
表示 将 矩阵 4 的 第 i 列 乘 以 常数 & 加 到 第 ) 列 的 对 应 元 素 上 。 这 些 细节 经 常 被 初学 者 弄 混 ， 
因此 ,必须 要 记 清 楚 这 些 符 号 的 具体 含义 和 使 用 规范 。 


Кы 和 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


an 


ар аз ац an а12 аз ац 
т + Ёз 
А = |an ae аз ам | | аһ + Каз аз 4 Каз аз 1 Каз an + Каз 
аз аз азз аз аз a32 a33 аң 
相应 地 
1 0 O\)fan аг аз ац 
E(23(k))A= |0 1 Res az аз qas 
0 0 lJlan as аз as 
an ар as ац 
= |an +kaz аг» 1 Каз аз Каз an kas |. 
аз as, ass as 
М A 施 以 一 次 初等 列 变换 
an аг аз аң ап tkan аш аз ац 
сі +c, 
А = jan а» аз a, |— |an tkan аз аз аа |, 
аз аз азз аң аз + Каз as аз аз 
相应 地 
L 0 0 
ап аг аз ац о 10 ап + Кам аш аз ац 
AE(41(k)) = |an аз аз ах = |an kan ae аз ам 
0 0 1 0 жы 
аз аз аз аз 4з м Q32 аз ац 
k 0 0 1 


З. 举例 说 明 : 对 一 个 矩阵 只 实施 初等 行 变换 ,一 般 情 况 下 得 不 到 矩阵 标准 形 。 

答对 一 个 可 逆 矩 阵 , 只 需 对 其 实施 初等 行 变换 , 便 可 以 约 化 为 对 应 的 标准 形 。 然 而 ， 
对 于 一 般 形式 的 矩阵 , 若 只 实施 初等 行 变换 ,一 般 情 况 下 只 能 得 到 对 应 的 行 最 简 形 ,得 不 到 
矩阵 标准 形 。 例 如 


2—1-—1 13 /10-10 4 
1 1— 14| loi-io з 
а а 2-2 [oo o1 -sl 
T -=$ 7 9 0 0 00 O 


三 、 经 典 题 型 详解 


题 型 1 利用 初等 行 变换 将 矩阵 约 化 为 行 阶梯 形 、 行 最 简 形 和 标准 形 
例 3.1 将 矩阵 
2 1 —1 —2 3 
бё i 1 一 2 
A= 
12 3—1 2 
35 3—2 3 


约 化 为 行 阶梯 形 行 最 简 形 和 标准 形 。 
解 对 4 实施 初等 行 变换 ,得 


3.1 初等 变换 与 初等 矩阵 人 


2 = —2 3 1 2 3 —1 2 
х= 2 1 1 =й өз. 0 2 1 } D 
12 š =l 2 2 1 =I —2 3 
3 5 з —2 3 3 5 3 —2 3 

1 2 з 一 2 2 3 —1 


rs — 27 r3 —3r> 
=] —6 1 一 3| n+2r 


1 

0 0 

пеп |0 =a =7 о -1[ nta |ó о їй —3 
0 2 1 1—2 0 


—16 28 
2 3 —1 2 6 11 11 
1 0 1 6 = 3 | =—6r Ж 15 
rs X = 
11 n—3r |0 1 0 ‚= a" 
5 ані 11 11 [= 行 A 
В хр о бё q = S. 18 Га C。( 行 最 简 形 ) 
11 11 3 8 
0 0 1 = TI 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
C 为 行 最 简 形 和 矩阵。 继续 对 C 进行 初等 列 变换 ,不 难得 到 
1 0 00 0 
отто 0 0 
C= =D, 
0 0 1 0 0 
0 0 0 о 0 
显然 ,D HEREJE E И: 
类 似 地 ,可 以 求 下 列 和 矩阵 的 行 阶梯 形 , 行 最 简 形 和 标准 形 : 
i —2 1 3 3 0 =2 t =? 
2 = 0 2 2 == “一直 4 —5 
(1) ; (2) 
4—5 2 8 1 1 2 = 3 
= sg. R. 1 5 2 2 —5 4 


题 型 2 ”利用 初等 矩阵 进行 变换 
例 3.2 设 有 如 下 的 初等 矩阵 : 


0 1 0 1 0 0 1 @ Q 
E(1,2)= |1 0 0j, E(2(3))= |0 3 0|, E(32(2))=|0 1 0|。 
001 0 0 1 0 2 1 


分 别 用 三 种 初等 矩阵 左 乘 AREK A Hp A= 


2 3 1 
1 一 1 21. 
2 0 3 


分 析 “利用 初等 矩阵 的 定义 和 矩阵 的 乘法 法 则 计算 ,并 比较 结果 。 
解 “分别 用 三 种 初等 矩阵 左 乘 矩 阵 A, 可 得 


0 1 01(2 3 1 Е = 2 
Е(1,2)А = |1 0 0|1 —1 2|=|2 3 1j, 
0 0 1 八 2 0 3 2 0 3 


&@ 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


上 式 表 明 ,用 E(1,2) 左 乘 4 相当 于 交换 矩阵 A 的 第 1 行 与 第 2 行 。 


L -owi 3-3 2 3 1 
E(2(3))A=|0 3 о||1 —1 2|=|3 一 3 | 
оо 1/2 оз 2 0 3 
上 式 表明 ,用 E(2(3)) 左 乘 A 相当 于 将 矩阵 4 的 第 2 1730 3. 
和 2 Ж 1 
E(32(2))A=|0 1 о||1 —1 2 -fi —1 中 
02 1/2 оз 4 —2 7 


上 式 表明 ,用 E(32(2)) 左 乘 A 相当 于 将 矩阵 A 的 第 2 行 乘 以 2 加 到 第 3 行 。 
分 别 用 三 种 初等 矩阵 右 乘 矩阵 A ,可 得 
0 1 0 
1 —1 2 | 0 路 
2 人 人 


2 SJ 
AE(1,2)= 
上 式 表明 ,用 EC1,2) 413 A 相当 于 交换 矩阵 A 的 第 1 列 与 第 2 列 。 


， 


3 2 1 
=1 510 2 
0 2 3 


2 з 1A 0 0 2 9 1 
AE(2(3))=|1 一 1 20 3 0|=|1 一 3 2j; 
2 0 3 八 0 0 1 2 0 3 


上 式 表 明 , 用 E(2(3)) 右 乘 4 相当 于 将 和 矩阵 4 的 第 2 列 乘 以 3 


2 з 11/100 251 
АЕ(3202))=|1 一 1 2 [ 10 -| з 24|. 
2 0 2 1 2: 16°. 18 
上 式 表 明 ,用 Е(З2(2)›{тЖ A 相当 于 将 矩阵 4 的 第 3 列 乘 以 2 加 到 第 2 列 。 
类 似 地 ,对 于 给 定 的 初等 矩阵 
0 1 0 1 0 0 1 0 0 
Е(1,2)=|1 0 0|, Е(2(з))=|0 3 o|, rocna 1 1) 
001 0 0 1 0 一 2 1 
2 2 
ЖЖ А=|1 3 1 |, 分 别 用 三 种 初等 矩阵 左 乘 . 右 乘 矩阵 4。 
01 3 
i o өүө 2 ayro 0: yë 
013.3 计算 : A=|0 1 " 28 400 1 Ө] s 
ò LNs 4 531 0-0 
1 0 O 00 1 
分 析 注意 到 ,|0 1 0| 和 |0 1 0| 都 是 初等 矩阵 , 先 利 用 初等 矩阵 的 性 质 计算 各 
011 1 оо 
П, АЕН А. 


解 ”根据 初等 矩阵 的 性 质 , 不 难 求 得 


3.1 初等 变换 与 初等 矩阵 O 


1 © 0)" fi o 00 DNE (0 01 
0 1 0 0 1 0l,lo 1 o| =|о 1 o|, 
0 1 1 о io 1 1 оо 1 оо 
所 以 有 
1 о o 2 3\/0 0 1 EY @% 1 3 @ 1 
А=|0 1 0||2 з 4|o 10 = 2 з 4jo 10F= 4 3 21 
о 10 1/\з 4 5301 о 0) \23 34 45/\1 о 0) \45 34 23 
类 似 地 ,可 以 计算 下 列 问题 : 
1 о 003: 2 2yo- 0 LY 1 o Of 0 o о 1Y 
со í ó] Ií 1 зо то; 0 јо 5 02 — 1о 0| 。 
2 о TJ U 4 5/1 @ O бб. ТУТ. 22 =2 1 


题 型 3 用 初等 变换 求 逆 和 矩阵. 解 矩阵 方程 
例 3.4 RERE A ПОЕ Е, Herp 


з —2 0 —1 
0 1 2 

0 2 2 1 

a) A=|1 1 41; (2) A= ° 

ъ= =: =2 
2—1 0 

0 1 2 1 

然 


Эі ЖИЙ РЕ: А Е 组 成 一 个 新 的 矩阵 (4 Ж), 
HEA), 
解 对 (4 溪 ) 实 施 初等 行 变换 ,得 


后 对 其 实施 初等 行 变换 将 其 约 化 


о 121100 1 1 410 1 0 
(Аж) =|1 1 41 па. 121100 
1 0001 

1 

0 

2 

1 

1 

1 


2 =] 1 
А! = 4 一 2 11. 
—3/2 1 —1/2 


(2) 对 (4 溪 ) 实 施 初等 行 变换 ,得 


3 —2 0 —1;:1 0 0 0 1 一 2 —3 —2:0 0 1 0 
о 2 2 1101 00| е [0 2 2 101 00 
(А Ж) = i i 
1 一 2 —3 —2:0 0 1 0 3 —2 0 —1:1 0 0 0 
o 1 2 150 00 1 о 1 2 150001 


Кы 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


1—2 —3 —2 0 0 10 1 —2 —3 —2 0 0 10 
п-п |0 2 2 101 olasan ó i 2 100 ği 
о 4 9 510-30 0 4 эз 510 зо 
бї ġġ а.о оз t Z 2 OG 00 
Læ ` 0020-00 ъ® Ж 1 0 0 —1 —1 0 4 в 
n +27 -r 
п-4 |01 2 100 0 ә 1|з-ж® |0 1 0—1 —2 0 6 9 
na-n |00 1 1 1 0 —3 4 | =+ |001 1 1 0 —3 —4 
o0 0 —2 —1 01 o0 —2 ооо 1 2 1 —6 —10 
1000 ї 1-2 =à 
п" отоо о 1 о = 
ъп. 10010-1 -1 3 6 |° 
0001 2 1 —6 —10 
于 是 
1 1—2 一 4 
1 0 —1 
ra 
—1 —1 3 6 
2 1 —6 一 10 
类 似 地 ,可 以 求 下 列 矩 阵 的 逆 : 
1 0 O 0 
—2 —1 2 
1 2 0 O 
(1)4=| 1 1 —2|; (2) A= е 
2130 
з. q O 
ba hb ë 


例 3.5 解 下 列 和 矩阵 方程 
(1) BAEP A 与 也 满足 4AX 一 B 十 X, 求 矩阵 X ,其 中 


3 0 0 1 W. Q 
А=|1 2 ó|, во i 2j 
1-70: 3 1 0 2 
(2) BAER A УВ WE ХА =B RER X, Hp 
2 1 —1 
1 —1 3 
А=|2 1 k a j. 
4 ® 2 
1 — 1 


分 析 D 先 将 矩阵 方程 转化 为 二 (A 一 E)“'B, 然 后 利用 初等 行 变换 方法 求生 , 即 
(A—E3B)—(E Ж); (2) 先 将 矩阵 方程 转化 为 X= BA ' ,然后 利用 初等 列 变换 方法 求 x. 


解 O) 因为 AX=B 十 和 ,所 以 (4 一 E)X 一 B。 容 易 验 证 ,14 一 E| 二 4, 故 矩阵 A 一 E 可 
X, KAA X= (4 一 E)“'B。 于 是 ,利用 初等 行 变换 方法 求 立 , 即 (4 一 E В) > (E Ж). ЖЖ 
求 得 


3.1 初等 变换 与 初等 矩阵 O 


100 + Ło 100; + 4o 
2 Ó oti 3 O 
: н 1 а 11 
ари 010 — 2 2 0101-7 - 2 
10 21 0 2 
1 1 1 1 
002 x 77 2 0 0 Ат у= 1 
因此 
1 1 
2 2 ° 
сЕ 
X 一 | 一 了 z 2|。 
1 1 
я ож." 


(2) ЖУПЕ. |А =3. KERE А nf, H ХА = В 可 得 ,X= 二 BA“!。 利 用 初等 列 变换 方 


А Е 
法 求 xm БЕ 4 不 难 求 得 
B x 


2 1 =1 L 2 —1 1 0 0 
2 1 0 1 2 0 1 01 
1 -1 1122-11 = > -1 3 0 
сз 十 cl 
1 =1 Š = 3 =4 3 2 
4 3 2 3 4 2 3 一 2 5 
1 0 0 1 0 0 
1-1 0 0 1 0 
c2/3 =p 0 1 | ae о о 1 
сєз —1 2 1 cl 十 cs 一 2 2 1 
3 5 = £ 5 = 
所 以 
—2 2 1 
х= 8 2 |. 
ЯЕ 
类 似 地 ,可 以 求解 下 列 矩 阵 方程 : 
1 0 2 т —3š 4 2 3 4 2 3 
СОД ed 1 0|X=|1 2 |; (2) ї 1 0|х= 1 1 0|+2Х, 
r =f 1 3 0 —1 2 3 —1 Z 3 


四 、 课 后 习题 选 解 


AD 


1. 用 初等 行 变换 ,将 下 列 矩 阵 约 化 为 行 阶梯 形 及 行 最 简 形 : 


Кы 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


123 I =i 3 0 
0) |2 2 1j; (2) | 一 2 1 .—2: 1, 
3 4 3 = =—1 5 2 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 1 。 
解 依 题 意 , 各 题 用 初等 行 变换 的 具体 约 化 过 程 如 下 : 


1 2 3 hp * š 12 З 
т —2т1 ra—rz £ 
G 2 == баз xa p' 2 5 ( 行 阶梯 形 ) 
3 4 3 0 一 2 一 6 0 0 一 1 


вх, 1 0 
|0 1 。( 行 最 简 形 ) 
0 0 


ri Зра ум — 272, 


0 
0 
1 
02—07 58700 1 — 3 0 1 —1 š Ó 
Е 1 = а. =a | —1 4 ne 
2 


mñ 
—1 — 5 —2 8 2 о ооо 
10-1 —1 
Ее 
sl: 1 一 4 "i ( 行 最 简 形 ) 
0 о о 
2. 计算 下 列 各 题 : 
1 人 1 о оуу 2 3)/0 1 oy 
о 2 Ns 4 5JVE 06 о о 1/\з 4 5/\о о 1 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 3。 
解 根据 矩阵 的 乘法 法 则 及 初等 矩阵 的 性 质 , 有 如 下 计算 结果 


i + a @ 1 - 1 
(1) 原 式 =|2 3 4|lo 1 0|=| 4 3 2|. 
7 10 13 八 1 0 0 13 10 7 


(2) 根据 初等 矩阵 的 性 质 ,不 难 求 得 
1 o оү үт о оү о 1 оү 
[| 3° || т -| 
0 0 1 оо 17 0 от 

2 100 

4 ood 

2 

3 

4 


3 

4 

5 

3 1 š 3 
|} Ixy os) 
5 3 4 5 


3. a(i 1) вж B. (注意 初等 变换 与 它们 的 变换 顺序 有 关 ， 并 且 乒 面 的 变换 是 在 前 面 变 


换 完成 的 基础 上 进行 的 。) 


и su, 1 2 тт Ё н rtr: ( Jaap J: 
=i 3 0 5 0 5 0: -5 


4. 利用 初等 变换 求 下 列 和 矩阵 的 逆 算 阵 : 


所 以 有 


TÆ 


кж =i 2 
оз 4 –2 |; (2) == 
5 4 1 = 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3.4. 
解 具体 计算 过 程 如 下 : 
Ж Жек... 1 2—1. 3 00 
i т—3г\ $ 
(1) |3 4 2:0 1 0 一 | 0 2 1:-—3 10 
š rs —5ri š 
5 4 He pi .= 6" —& @ 1 


rtr: 


2 
(2) 1 
一 1 
rz—2ri 
ritr 
rs— âr: 
rX (—1) 
1—4 
А = 1 一 5 
=p 6 


5. 利用 初等 变换 解 下 列 和 矩阵 方程 : 


C =C) 
(1) к= ; (2) 
1 3 2 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 5。 
解 用 初等 变换 的 方法 解 矩 阵 方程 ,具体 过 程 如 下 : 
(1) 不 难 求 得 


[ K ner E 12) т —2т 
1 3z 2 5i4 


| 


1 
0 


3:2 
—1}0 


) 


3.1 初等 变换 与 初等 矩阵 Ç 


wj- oj © 


r+3r (1 0:2 
к= Ы ° 
-rn 0 1:0 


&@ 和 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


所 以 


B E 
因为 XB=Y, 故 | …… | 一 | ~ 。 不 难 求 得 

Y X 
2 0 2 0 1 0 
— 1 
E cl 十 cz K жы u ү. 
t k с» ap =l aj 
1 1 1 
2.0 2 0 £ 9 


所 以 


1. 利用 矩阵 的 初等 变换 证 明 : 若 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 可 逆 , 则 其 逆 和 矩阵 仍 为 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3.4. 
证 设 上 三 角 和 矩阵 为 


аа ax а 
0 аг аз 
А= Ë , 
оо а 
利用 初等 变换 求 其 逆 就 是 将 其 和 单位 阵 一 起 写成 如 下 的 形式 

an аш сө, 20 
0 а» 1 0 
0 0 зз ао 0 = 1 


H + Ë £: A 是 可 逆 的 ,所 以 其 对 角 线 上 的 元 素 全 部 非 零 , 利 用 初等 行 变换 从 下 至 上 可 以 将 矩阵 化 成 
( 开 14-) 的 形式 ,由 于 单位 阵 对 角 线 以 下 的 元 素 全 部 都 是 零 , 而 且 是 从 下 向 上 进行 的 初等 行 变 换 , 所 以 变换 
过 后 对 角 线 以 下 的 元 素 仍然 全 部 为 零 , 故 结论 得 证 。 下 三 角形 矩阵 的 逆 和 矩阵 的 证 法 类 似 。 证 毕 


1—1 0 
2. еа! 1 a) 
0 0 1 


3.1 —— e 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3.5. 


解 因为 AX=A 一 3K, 所 以 (A 十 3E) 久 二 A。 容 易 验 证 ,|A 十 3E| 二 64, 故 矩阵 A 十 3E TŽ, B] jk ñ X= 
(АЗЕ) А, ТЕ, ЖУТУ ЖЖ Х, (АЗЕ A) (E Ж). TERE 


4 0 
4 一 1 0 _ 3 
0 4 一 | 一 4 
0-0. 00 0 1 о oio б 20 
4 
19. Ж il _3 _3 
„жа 4 16 kus: 16 64 
i A. Ж : Y a3 
= | aG а 16 0 e 01 8 4 ie |， 
: t I Ж 
0.0: 210 0 4 K 0 1 
因此 
1 3 — 3 
4 16 64 
1 3 
X=| 0 + 16 |° 
$ 
0 0 F 


3. 设 和 为 三 阶 方 阵 。 将 A 的 第 1 列 与 第 2 列 交换 得 到 B, 再 将 B 的 第 2 列 加 到 第 3 列 得 到 C, 求 满足 
AQ=C ТЖО. 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 2。 
解 ” 由 题 意 可 知 ,AE(1,2) 二 B,BE(23(1)) 二 C, 所 以 
AE(1,2)E(23(1)) =C, 
Ж Q=E(1,2)E(23(1)), H + ОТ DL # K ЕЯ, Т, Н 


0 1 0үү1 00 0 1 1 
0=17 о OHG T li=mil 0 0 
0 0 1/\0 0 1 0 0 1 


4. 设 A 为 n УВЕ, ВАН Е ТЖ ЧЕЖЕ 后 得 到 至。 解答 下 列 各 题 ; 
(1) EH В, ФА B ' 是 由 A ' 的 第 i 列 乘 一 个 常数 二 后 得 到 的 矩阵 。 


(2) R AB Ж BA!。 
分 析 先 利用 初等 矩阵 找到 4 5 B 之 间 的 关系 。(1) 通过 可 逆 和 矩阵 的 定义 证 明 ; (2) 然 后 通过 (1) 的 


结论 再 进一步 计算 。 
解 由 已 知 条件 可 得 ,E(i(k))A 二 B。 
(1) ЖТ ЕСС) ),А 3 [392 k EG (k))A=B uT, HA 


В = АЛЕ! (ЕЮ) = (1) ): 
SSS LES Ж ЖЖ Ж К-и {+18 ЕШ. 
(2) 不 难 求 得 


ае гат 


BA™ = (AB-1)"1 E` (i( )) ЕС СЮ). 


人 一 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


1 2 0 
5. Е 1 asserene 
3 一 2 0 


йй 先 对 人 进行 初等 变换 ,将 其 化 为 单位 阵 , 每 一 次 初等 变换 都 对 应 一 个 初等 矩阵 。 
解 对 A 进行 如 下 初等 变换 


1 20 1 оро 
cz 一 2c rtn 
&=|=1, 1 = |0 3 1|—— 
з —2 0 3 一 8 0 3 一 8 0 
10 0 10 py =1,, (100 
Сам. сз — 302 8" 
== 1 d===|0 1 0|—— |0 1 0. 
0 0 一 8 0 0 一 8 0 0 1 


| 
н 
2 
| 
© 
ej 
т, 
о о н 
| 
о w о 
onmo 
айыы. 


ж 
+ 
对 
ж 
Ж 
= 
т 
№ 
° 
+ 
ЕЯ 
> 
E 
+ 
э 
ж 
= 
k 
>= 
ж 
ЕУ 
сї 
= 
& 
№ 
= 
2 
КыЗ 
26 


人 
1 0 0 i oo 1о о 
"|: 1 | "| 1 中 =-| 1 | 
0 0 1 з 0 1 0 0 一 8 


由 P,P, P. AQ. Q: Q, =E 得 到 
A= P.'P;' P,'Q;' Q; О! 


1 0 оүү1 о om о оу о оү о о 1.2 

=|—1 1 0] 0 1 0||0 1 оо 1 зо 0 110 1 

о о 1/43 0 1/\0 о =8/\0 о 1/\0 1 0/40 о 
3.2 矩阵 的 秩 
i ul 22 Бу. 


一 、 知 识 要 点 

І. 矩阵 秩 的 概念 

定义 3.4 设 A 为 mXn 算 阵 ,在 A 中 任 取 k 行 与 & етіп (m.n)) ,选取 位 于 这 些 
行 、 列 交叉 处 的 2 个 元 素 , 不 改变 它们 在 A 中 所 处 的 相对 位 置 ,构成 一 个 k 阶 行列 式 , 称 为 
A 的 一 个 上 阶 子 式 。 

由 排列 组 合 性 质 知 ,m Xn ЖЕЙДЕ 阶 子 式 共 有 CtCs 个 。 

定义 3.5 ЖА 中 不 为 零 的 子 式 的 最 高 阶 数 称 为 A 的 秩 , 记 作 RA). 


3.2 ЖЕЕ Ф 


ЎА Hn ИРЕ, 21А 15200 A TA). КОА) =n, А УЕ ВЕ: 1А | 0, (Вр 
A туй), КОА) <n, ЖА 为 降 秩 矩阵 。 

由 和 矩阵 的 秩 的 定义 可 以 得 到 如 下 结论 : 

(1) 零 矩 阵 的 秩 为 零 。 

(2) # A Ут Хп ЖЕ. КСА) < тіп {m.n}. BI A 的 秩 既 不 超过 其 行 数 ,也 不 超过 其 
列 数 。 

(3) # A 有 一 个 ~ 阶 子 式 不 等 于 零 , 则 RCA)22r; 2 A 的 所 有 7 十 1 阶 子 式 都 为 零 , 则 
R(4) 近 ~。 因 此 若 这 两 个 条 件 同时 满足 , 则 КСА) =, 

(4) R(A)=R(AT), 

2. 用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 

定理 3.8 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 即 初等 变换 是 保 秩 变换 。 


Z, 疑难 解析 


1. ERA =r EEA 中 能 否 有 等 于 零 的 r 一 1 阶 子 式 ? 能 否 有 等 于 零 的 阶 子 式 ? 能 
和 否 有 不 为 零 的 * 十 1 阶 子 式 ? 

答 ”根据 定义 3.4, 若 R(C4) 一 ”~ 则 矩阵 4 中 所 有 的 x 十 1 阶 子 式 ( 如 果 存 在 的 话 ) 一 定 全 
为 零 , 但 是 4 中 可 能 存在 等 于 零 的 一 1 阶 子 式 , 也 可 能 存在 等 于 零 的 x 阶 子 式 。 例 如 ,矩阵 


її 2 2 
 @ 1 202 А ї 2 ‚ 
А= о 2 , 易 见 RC4) 一 3,4 中 存在 等 于 零 的 二 阶 子 式 Ps ,也 存在 等 于 零 的 
ооооо 
112 


三 阶 子 式 |0 1 2|。 
0 0 0 

2. 一 个 非 零 矩阵 的 行 最 简 形 和 行 阶梯 形 有 什么 区 别 和 联系 ? 它们 的 秩 是 否 相等 ? 

答 ”根据 定理 3. 2 及 其 推论 1 可 知 , 任 一 非 零 矩 阵 可 以 经 有 限 次 初等 行 变 换 约 化 为 行 
阶梯 形 和 矩阵 , 若 该 行 阶梯 形 矩 阵 已 经 是 行 最 简 形 矩 阵 ,无 须 再 进行 约 化 ,否则 ,可 经 过 有 限 次 
初等 行 变 换 将 其 约 化 为 行 最 简 形 和 矩阵。 因此 , 非 零 矩 阵 的 行 最 简 形 和 行 阶梯 形 在 形式 上 可 
能 有 所 不 同 , 但 是 它 们 一 定 具 有 相同 的 非 零 行 数 。 

根据 定义 3. 2 可 知 , 若 一 个 矩阵 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 另 一 个 矩阵 , 则 这 两 个 矩阵 是 
等 价 的 ,因此 ,一 个 矩阵 的 秩 等 于 它 的 行 阶梯 形 和 矩阵 的 秩 ,也 等 于 它 的 行 最 简 形 矩阵 的 秩 。 

3. 从 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 矩阵 下, 问 敌阵 A 和 矩阵 下 的 秩 什么 关系 ? 

答 如 1 答 中 给 出 的 矩阵 4, 划 去 一 行 得 到 矩阵 吾 , 则 有 RCA)=R(B) 。 

4. 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明理 由 : 

(1) # RA =r. А 中 所 有 的 x 阶 子 式 不 为 零 ; 

(2) ЖА 中 有 r 阶 子 式 不 等 于 0, 则 RA Sr; 

(3) 两 个 同型 矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 秩 。 

解 O) 错误 。 如 果 和 矩 阵 的 秩 为 ,只 能 说 明和 矩阵 至 少 有 一 个 7 阶 的 最 高 阶 非 零 子 式 ， 
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而 不 是 全 部 r 阶 子 式 都 非 零 ,例如 短 阵 


toO o 
0 1 0 
ооо 

(2) 错误 。 只 有 当 A 中 所 有 的 十 1 阶 子 式 都 为 0, 且 有 7 阶 子 式 不 等 于 0, 矩阵 4 的 秩 
才 为 ~。 

G) 正确 。 根 据 定 理 3. 4, 两 个 同型 矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 一 个 矩阵 可 以 经 过 有 限 
次 的 初等 变换 变 为 另 一 个 矩阵 ,再 由 传递 性 ,它们 又 等 价 于 同一 个 标准 形 和 矩阵 ,因此 具有 相 
同 的 秩 ; 反 之 亦 成 立 。 


三 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 利用 初等 行 变换 求 矩 阵 的 秩 


例 3.6 ЖЕРЕ А 的 秩 , 并 求 其 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 , 其 中 
二 1 


的 秩 为 мади o|=0. 


2 = = =] 
з = 1 7 = 
(D A=|1 —1 2 3 —2]; (2) A= А 
2 ото —4 
4 —1 2 4 —5 
5 1 2 R —5 


分 析 “利用 初等 行 变换 将 矩阵 约 化 为 行 阶梯 形 。 
解 对 4 作 初 等 行 变换 ,得 到 行 阶 梯形 矩阵 ,具体 过 程 如 下 : 


2 1,2—2. 5—0 1—0 1 —1 2 з —2 
d) A=|1 —1 2 3 — |—|2 ъ= =й | 


ы ы 
‚ —4 2 4 一 5 4 一 1 2 4 一 5 


1—1 2 3 —2 1—1 2 3 —2 
— 5 3 —6 — 3 


ra— 2r 


0 3 —6 — 3 
0 3 —6 — 3 о о о о о 
易 见 , 行 阶梯 形 矩 阵 有 2 NEFIT. KIERA) 二 2。 根 据 要 求 , 不 难 选取 一 个 最 高 阶 


тз 一 471 


2 1 
£ m scam =. 
1—1 0 2 1 1—1 0 2 1 
rz—3r1 
3 —1 1 7 —2|n-7n |0 2 11 —5 
(2) A= 
2 01 5 -4|n-mlo 211 -6 
5 —1 2 12 一 5 0 42 2 —10 
1 —1 0 2 1 
з-п |0 2 11 —5 
п-п o 0 0 0 ~if 
0 ооо 0 
易 见 , 行 阶梯 形 和 矩阵 有 3 个 非 零 行 。 因 此 ,R(4A)=3。 根 据 要 求 ,不 难 选取 一 个 最 高 阶 


= 1 
3 —1 一 2 
2 0 一 4 


非 零 三 阶 子 式 , 即 一 一 2 天 0。 


3.2 ЖЕЕ (8 


评注 ”从 本 题 的 题目 要 求 来 看 ,需要 求 一 个 最 高 阶 的 非 零 子 式 ,直觉 是 用 定义 3. 5 ЖН 
阵 的 秩 , 于 是 需要 计算 4 个 三 阶 行列 式 , 若 所 有 三 阶 行列 式 为 零 , 还 需要 再 计算 二 阶 子 式 , 计 
算 量 较 大 。 因 此 , 先 利用 初等 行 变换 将 矩阵 约 化 为 行 阶 梯形 矩阵 ,根据 矩阵 的 秩 数 情况 和 非 
零 行 (未 曾 进 行 第 一 种 初等 行 变换 ) 选 取 子 式 较 为 方便 。 对 于 阶 数 较 高 的 矩阵 , 求 矩 阵 的 秩 
和 最 高 阶 非 零 子 式 时 ,初等 变换 的 方法 较为 适用 。 

类 似 地 ,可 以 求 下 列 和 矩阵 的 秩 ,并 求 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 ,其 中 


1 — 203 
1 — 3 0 
3 0 —11 6 
б|—2 1 —2 1|; (2) | 
2 2—3 13 
Z @ ЖЗ 
бє 1. 223 
AU D. 
ы L Ж qq 
例 3.7 ИЕ А 的 不 同 取 值 ,讨论 答 阵 4 的 秩 , 其 中 4 一 | ] tail 
ЖЕ ИР 


分 析 UH T E 18 38 H: РЕ 23) AE 29 IT r МЕ YE A: + ЖЕПП 828 АП) ИС ЇН] R {Н А 
的 秩 。 


f ”不 难 求 得 
TEA йс Ж Ú з лї š 
aali a ерла аса |0: -A= ж 1А 
ааа 1 1a 1[ 9 |o о a-i isà 
L 1 3 à AT p. 1 й—% Q о ї=ў 


D IL, АТВ. EBE A 的 秩 为 1。 
"4 AZ1 时 ,对 上 面 的 矩阵 继续 实施 初等 行 变换 , 先 将 第 2,3 ,4 TPB ZI А—1. н 
再 进行 约 化 ,可 得 


1 1 1 А Ú. + S 0 0 0 2+3 
0 4—1 0 1-4 0 1 0 —1|n-r-r-r |0 1 0 —1 
0 0 А-1 1—А 0 0 1 一 1 001 —1 
А—1 0 0 1 一 1 0 0 一 1 1 0 0 —1 

100 一 1 

nen |0 1 0 一 1 

оос —1[° 
о 0 Ó 2+3 


故 当 4 二 一 3 时 ,和 矩阵 4 ЙОК 3.4 А52 —3 时 矩阵 4 的 秩 为 4。 

综 上 可 知 , 当 ) 王 1 时 ,矩阵 4 的 秩 为 1; 当 一 一 3 时 ,和 矩阵 A 的 秩 为 3; 当 ) 天 1 H 1 
一 3 时 ,矩阵 4 的 秩 为 4。 

评注 “因为 对 一 个 矩阵 实施 初等 行列 变换 均 不 改变 矩阵 的 秩 , 所 以 在 求 矩 阵 的 秩 时 ， 
既 可 以 实施 初等 行 变换 ,必要 的 时 候 也 可 以 实施 初等 列 变换 。 

类 似 地 ,对 于 #4 的 不 同 取 值 ,讨论 矩阵 4 的 秩 , 其 中 


&@ 和 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


3 0 1 大， 一生 2 
(0 A=|1 А o|; @a=|2 =i А sl. 
5 41 10 —6 1 
四 、 课 后 习题 选 解 
1. R F| EBE J Ж: 
12 3 1 :=1 3 O J к 
а) f 2 1|; o|- 1 —2 | al 71 ° 
3 4 3 == 5: 2 3 ты 
1 =3 1 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3.6。 
解 (1) 不 难 求 得 
1 2 3 t 2 3 1 2 3 
Ë 2 | =2 "|+; 2 | 
$ 4 3 Өф —6 00 —1 
易 见 ,矩阵 的 秩 为 3。 
(2) 不 难 求 得 
1 =] з о Ш: =. 3 0 
Е 1 =} | —1 4 | 
шыш йык: | 5 2 0 0 0 0 
易 见 ,矩阵 的 秩 为 2。 
(3) 不 难 求 得 
1 2 =l 3 š 2 =i 3 1 2 =l 3 
2 =f 0 2 0 5 2 4 0 5 2 4 
3 | 5 ш = 2 = 4 WÍ 0 0 0 0 
1 3 1 1 5 2 4 0 0 0 0 
易 见 ,矩阵 的 秩 为 2。 
1 1 2 < 3 
2. 已 知 炬 阵 公 的 次 为 3， 即 RC4) 一 3, 求 a 的 值 ,其中 一 | 
2.3 5 5 4 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3.7。 
解 不 难 求 得 
1 1 Z é 3 1 1 2 a 3 k 4 2 a 
2 2 3 1 4 0 0 “v= =2 0 1 1 5 一 2a 
ka 1 @ T 1 5| |o =. =% Fä 2 | 0 —1 1 一 22 
2 3 5 4 0 ү 1 5—2 —2 о 0 0 6—3а 


若 4 的 秩 是 3, 则 6 一 34 二 0, 所 以 a 二 2。 
з. 求 下 列 矩 阵 的 秩 , 并 求 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 : 


3.3 线性 方程 组 的 解 5 


Жы Ж 9:8 
3 1 = 1 = е = 
3 1 1 3 
j4 3 0 —1 jè (2) |2 一 1 3 1 ; (3) . 
i 210 
=з 1 4 —5 7 3 5 
5 016 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 6。 
解 (1) 不 难 求 得 


31 2 =2 1 2—2 1 1 2 —2 1 
4 3 0 LE ag S 5 8 5 | 一 | 0 5 8 5 |. 
1 2 一 2 1 о =5 8 =S 0 0 0 0 

1 


q 3 
易 见 ,矩阵 的 秩 为 2。 ат | Еу тени аяне, 
(2) 不 难 求 得 
1 2 —2 —1 —1 1 2 —2 —1 —1 YB =l ss 
2-1 3 1 Jf — 7 3 J w TE me SE, 
16 4 
4—5 7 3 5) о-в ш т 9 (00 > 4 
1 2 —2 1 2 —2 
易 见 ,矩阵 的 秩 为 3。 由 于 |2 一 1 3| 天 0, 所 以 |2 一 1 3 | 为 矩阵 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 。 
4 -5 7 4 —5 7 
(3) 不 难 求 得 
2 —1 0 3 1 2 30 з Q 0 
3 113| jo — —2 3| |o —5 —2 3 
ї 2 3 9 0 —5 —2 3 о о wwf 
5 0 16) \o —10 —4 6/ 0 о о о 
2 一 1 2 一 1 
易 见 ,矩阵 的 秩 为 2。 вт ожа |2 пения, 


1. EH: 方 阵 和 可逆 的 充分 必要 条 件 是 入 与 单位 矩阵 等 价 。 
分 析 利用 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 之 间 的 关系 证 明 。 


证 由 定理 3.2 知 , 任 一 矩阵 A 总 可 经 初等 变换 将 其 约 化 为 标准 形 矩 阵 , 即 
Фф 
H= ; 
0 0 
也 就 是 说 ,存在 可 逆 和 矩阵 P,Q 使 得 PAQ =H. ША Тін, |А |520, 1Н|550, ЖЕН ФОА, 8 一 


n, Pi L E Ë A 的 等 价 标 准 形 为 EE,。 
反之 ,由 PAQ=E, 知 ,14| 天 0, 所 以 4 可 逆 。 F IE 


@š:3 线性 方程 组 的 解 


一 、 知 识 要 点 
对 于 含有 个 未 知 量 ,m 个 方程 的 线性 方程 组 


Кы 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


diti Fant, + Fita = bry 
ап Harz + *** + axz, = bz, 
(3.1) 
ат Баю + *** + a,,z=, = bm o 
令 
ап а ам ап а am bi Tı b, 
ал а а» аз а ањ b; 22 bz 
A= p А N x= ‚ b= ， 


ат ы “” Am ат Am2 


其 中 4 和 4 分 别 为 线性 方程 组 (3. 1) 的 系数 矩阵 和 增 广 矩阵 , 则 线性 方程 组 (3. 1) 可 以 写成 
如 下 的 矩阵 形式 


аы Вы 2, b; 


Ax = b, (3.2) 

# bib: b, 不 全 为 零 , 即 b 0, W FKR PE Jy EH (3. 1) 为 非 齐 次 线性 方程 组 ; 而 称 
Ax=0 为 对 应 于 线性 方程 组 (3. 1) 的 齐 次 线性 方程 组 。 阁 二 (Xo，… ,TX,) 满足 Ах=Ь 
(或 Ax 二 0), 则 称 其 为 4x 二 b( 或 Ax 二 0) 的 解 。 


若 令 
QT bı 
а= ||: b= А ; 
аш bm 
则 系数 矩阵 和 增 广 矩 阵 可 分 别 记 作 


А = (G G; @,), А = (G G; s0, b), 

对 于 线性 方程 组 (3. 2)( 或 方程 组 (3. 1)) ,核心 问题 是 判定 此 线性 方程 组 是 否 有 解 ? 如 
果 有 解 ,有 多 少 组 解 , 并 且 如 何 求解 ?我 们 有 如 下 的 定理 。 

定理 3.9 对 于 给 定 的 线性 方程 组 (3. 2) , 当 系数 矩阵 A 和 增 广 矩阵 4 的 秩 满足 如 下 条 
件 时 ,有 

(1) # R(4) 关 RC(4), 此 线性 方程 组 无 解 ; 

(2) 若 RC4)=R(C4) 一 72, 此 线性 方程 组 有 解 , 且 有 唯一 解 ; 

(3) 车 R(4) 一 R(4) 二 rn, 此 线性 方程 组 有 解 , 且 有 无 穷 多 解 。 与 Ax=Pb 同 解 的 线性 
方程 组 为 


жу =— Бых — ** — binta +H dis 
Za =— bar Era — t — bonta + d2, (3.3) 
=, =— bp Ena — "9 —b,z, + d;。 


在 线性 方程 组 (3. 3) 中 ,将 zi олоо, RIER, тооз, 称 为 自由 未 知 量 , 可 取 
任意 实数 。 令 自由 未 知 量 т, Ski ，… ол = knr ,得 到 线性 方程 组 (3.1) 的 一 组 解 。 因 此 , 线 
性 方程 组 (3. 1) 的 无 穷 多 解 可 以 表示 为 


3.3 线性 方程 组 的 解 他 


=— bib — = — Бый, tdys 


т, Ф.а т Б.К +d,» 


хы = А, 
Xn = Г. ЖДЕТ 
或 写 为 
Tı б — t В, + di bi — bin dı 
2, — бон —'* 6, + d, 一 Or — bm d, 
= = k ¿ias Z T + ， 
251 kı 1 
=, Re- 0 1 0 


其 中 kiskoo okn HERK. 
定理 3.10 设 给 定 的 齐 次 线性 方程 组 Ant 二 0。 
d) # RA) =n, MERHED EHAA M—F fi 
(2) # RC4) 一 2, 则 此 线性 方程 组 有 (无 穷 多 个 ) 非 零 解 。 


二 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 利用 初等 变换 求解 线性 方程 组 
例 3.8 求解 下 列 线性 方程 组 : 


Lı — 2x: +3z; —4z = 4, 21 3х, 213 4х, -Злх5 =0, 
22— ху} z=—3, xit 2х;+ 3z;— 224 zs 一 0， 
С) (2) 
214322 —3z|(=1;, 3zi+ 7zz 十 8zs 一 8z(T5zs=0, 
一 7zz 十 3zs 十 z=—3; 5zi Fllz; +14z; —12z, +7zs =0, 


分 析 “利用 初等 行 变 换 分 别 将 线性 方程 组 (1) 的 增 广 和 矩阵 和 线性 方程 组 (2) 的 系数 矩阵 
约 化 为 行 阶梯 形 ;然后 分 别 根据 定理 3. 9 和 定理 З. 10 的 结论 判定 解 的 情况 。 
解 (1) 对 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 A 施 以 初等 行 变换 ,有 
— 3—4 4 1 —2 3—4 4 
1 —1 1 —3{з-л |0 1—1 1 —3 
з 0-3 1 5-3 1—3 
—7 3 1-3 


0 2 


0 
0 
1 一 2 3 
r —5r |0 1 1 т, + 2rs 
0 
0 0 一 4 8 一 24 


@ 和 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


1 —2 0 2 一 14 100 о 一 8 
rstrs 0 t 0o —1 3|m+z |0 1 0 —1 3 
n—3 |0 0 1 一 2 6 00 1—2 6f 

о оо 0 0 ооо 0 O 


显然 ,R(4) 一 R(4) 二 3 一 4, 因此 ,此 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 与 原 线性 方程 组 同 解 的 
Zi 一 一 8， TI 一 一 8， 
线性 方程 组 为 14x: 一 x 二 3， 即 1z 二 3 十 zt， 令 zx 二 k, 则 线性 方程 组 的 解 为 
Ts 一 2z 一 6， Ts 一 6 十 2z4 。 


ZI 一 一 8， Zi 0 —8 
Xs 二 3 十 k， 22 1 $ 
HI =k| |+ I k 为 任意 实数 。 
z, =6+2k, 23 2 6 数 
xz, =k, 24 1 0 
(2) Н m=4,n=5 MAARA) <<, [ЯҢ т? REN RAA ERENER N. АЖ 
ЖОШ: A 施 以 初等 行 变换 ,有 
1 3 2 —4 3 1 3 2 —4 3 
72 一 门 
al! 2 3 —2 1| =—3n |0 —1 1 2 —2 
з 7 8 —8 5| nr-m |0 —2 2 4 —4 
5 11 14 —12 7 0 —4 4 8 —8 
1 0 5 2 一 3 10 5 2 —3 
т + 372 
њ-2 |0 —1 1 2 —2| -r |0 1 —1 —2 2 
п-4п o ооо 0 000: o о of 
о ооо о оо ‘WW o 0 


R(4) 一 2 过 5, 因此 ,此 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 同 解 的 线性 方程 组 为 
xı =— 5x; — 2z, 325, 
С 一 zs 十 2z4 一 2zs。 
令 z, =k ,z =k ,Zs =k; W 


ху=—5һ—2ь-Е3%з› 
М =kı +2kz— 2k; » 


即 
21 一 5 一 2 
22 1 2 = 
хз |= 1|+2,| 0|+ks| 0, hi,ks ,ks 为 任意 实数 。 
24 0 1 
Xs 0 0 


类 似 地 ,可 以 求解 下 列 线性 方程 组 : 
zıt zz 一 2zs 十 3zi 一 0， 
2х\+ zz 一 6zs 十 4z4 一 一 1， 

(1) (2) 13zi 十 6х„—х„—3х,=0, 
3х, -22 — 8х: -724= —1, 


аа y блу— 机 二 一 人 


Zi 十 22.123 — z=0, 


5zi 十 10zz 十 zs 一 5z 一 0。 


3.3 线性 方程 组 的 解 © 


题 型 2 综合 题 
1 一 3 4 1 一 2 

例 3.9 设 B=|2 2 |=‹В,,В,),А=|2 2 1 | , 解 线性 方程 组 Ax==p .Ax= D. 
3 一 1 3 1 一 1 


分 析 可 以 用 两 种 方法 求解 : 一 种 是 初等 变换 方法 ; 另 一 种 是 矩阵 方程 的 解法 。 

解 法 一 对 于 线性 方程 组 Ax=p ,将 其 增 广 矩阵 约 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 
4 1 —211 1 0 —1:—2 k 20.059 
ТЕ 1i 2 02 3 6 
3 =з =u. а бй Qi 9 


2 
1 
o =i; —2 1 0 0; 10 
1 2i Hle 1 ТЕ! 
0 —11—12 oo if 12 
易 见 ,线性 方程 组 Ax=p, 有 唯一 解 , 即 


10 
ZX 一 | 一 15 |. 
12 


对 于 线性 方程 组 Ax= В ,将 其 增 广 矩阵 约 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 


一 


(А Ж) = 


4 1 —2р—3 1 0 —1i—2 1 0 —11—2 
Ajs 1: 2/22 11 Zl 2 3 ] 
з 1 —1!—1) ls 1 —1!—1) (01 2i 5 
1 0 —1}—2 1б ot 2 
= 21 中 | 1 =a) 
o o —1i—4) (001 4 


易 见 ,线性 方程 组 Ax= p 有 唯一 解 , 即 


法 二 ”利用 求解 矩阵 方程 的 思想 ,可 以 同时 解 这 两 个 线性 方程 组 ,对 下 面 增 广 矩阵 实施 
初等 行 变 换 


4 1 一 2;1 一 3 1 0 —1}—2 一 2 
(А Ж.Б) |2 2 | 2|>|22 1: 2 2 
全 = | Е W =a 
1 0 —1—2 —2 1 0 -1: —2 —2 
ef: 6 E: 21 9 ] 
0 3 219 5 0 0 —11—12 —4 
1 0 0 
-i 
0 0 


@ 和 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


于 是 ,线性 方程 组 Ax 二 局 和 Ax= B, 的 解 分 别 为 


10 2 
—15 31| =3 1. 
12 4 


例 3.10 当 取 何 值 时 ,线性 方程 组 


xı— zz 十 2zs 一 一 4 
(1) 有 唯一 解 ; (2) 无 解 ; (3) 有 无 穷 多 解 ? 在 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 的 情形 下 , 求 出 解 。 
分 析 D IL ,线性 方程 组 的 系数 矩阵 为 三 阶 , 求 系数 窍 阵 的 行列 式 较为 方便 ,然后 根据 人 
的 取 值 讨论 解 的 情况 。 取 定 & 的 值 后 ,利用 初等 行 变换 将 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 约 化 为 行 
阶梯 形 矩 阵 ; 然 后 根据 定理 3. 9 进行 讨论 ,再 求解 。 
解 ”线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 


1 1 А 
р= | 一 1 k 1 (&'—3k—4) (R 十 1)(R 一 4) 。 
1 一 1 2 


(1) 当 一 (k 十 1) (k 一 4) 关 0, 即 了 一 1 Н А524 时 ,由 克 莱 姆 法 则 得 此 线性 方程 组 有 唯 
一 解 。 

(2) 4 k= —1 时 ,对 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 进行 初等 行 变换 , 即 

1 1 —1 4 1 1 —1 4 

—1 一 1 1 1 0 — 3 | 
1—1 2 —4 оо о 5 
显然 ,RC4) 王 3,R(4A) 一 2. 这 时 此 线性 方程 组 无 解 。 
(3) "4 k=4 时 ,对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 进行 初等 行 变 换 , 即 


A= 


1 14 á Е. To £ À 170; 3.70 
СЕ 4 1 16]—]0 1 1 4|=|lo 1 1 4|. 
1 —1 2 —4) (0 о о о) (о о о 0 
TARA SRA)=2<3, A ERES НИ ERE fe. HEA HREN EHAN 
2 一 一 3zs， 
Le 
Zi 一 一 34， 
令 一, 则 原 线 性 方程 组 的 解 为 | OO 
z,=—k+4, 


Tı 


T2 


—3 0 
+4 | k 为 任意 实数 。 
23 1 0 


类 似 地 ,可 以 求解 下 列 问题 : 


3.3 线性 方程 组 的 解 @ 


1 2 — 3 1 
a) #А= [2 1 4 3 А 5 |, 且 线性 方程 组 Ах=В 无 解 , 求 a 的 值 。 
0a 2 —1 —6 


AMZzl 十 zz 十 zs 一 0， 

(2) А ax 十 zz 一 zs 二 0， 有 非 零 解 ?并 求解 。 
221—2 +z, =0 

例 3.11 证 明 : 线性 方程 组 


21—22 ais 
227-23 аг 

zs — | =аз, 
一 十 区 一 本 


有 解 的 充 要 条 件 是 > a, = о. 

分 析 “利用 初等 行 变换 将 线性 方程 组 的 增 广 敌阵 约 化 为 行 阶梯 形 ;然后 根据 定理 3. 9 
的 结论 判定 解 的 情况 。 

证 “对 增 广 矩阵 实施 初等 行 变 换 , 有 


1 —1 0 = Oja 1 —1 0 — ора 
0 1 —1 Ó Í ë 0 1 —1 0 а 
ЭЖЕМ Та с 
о о о = ila 0 0 0 = a 
—1 0 0 1 ia, 1 0 1 (а, +а 
1 —1 0 0 a 
0 1 —1 0 |: а; 
0 0 1 0 |; G 
Ta Hro А А i : 
nm+n |o 0 о -1j аз 
0 0 0 0 | >ш 
i i=1 
此 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 为 RC4A) = п 1 =R) a = 0, 得 证 。 证 毕 
i=1 
1 1 0 Of а\ 
w 0 1 1 0||@= az s 
类 似 地 ,可 以 证 明 : 非 齐 次 线性 方程 组 Doi 1 = 有 解 的 充分 必要 条 件 
23 аз 
1 0 0 1l/\x a, 


是 аа—а;+а,—а,=0„ 


@ 第 3 章 ”矩阵 的 初等 变换 及 应 用 
三 、 课 后 习题 选 解 


1. 设 下 列 矩 阵 为 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 ,哪些 对 应 的 线性 方程 组 无 解 ; 有 唯一 解 ; 有 无 穷 多 解 ? 


1 3 1 1 —2 2 一 3 1 4 2 一 2 
ajo 1 — FF (2)10 tiet 3j; G)|0 0 1 4|; (4) (1,0,2,3) 。 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 


分 析 根据 定理 3.9, 即 线性 方程 组 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 判定 方程 组 的 解 的 情况 。 

解 (1) 易 见 ,矩阵 有 3 列 , 作 为 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 ,可 知 对 应 的 线性 方程 组 含有 两 个 未 知 量 。 由 
于 增 广 矩 阵 和 其 系数 矩阵 的 秩 相 等 且 等 于 2, 与 变量 的 个 数 相同 ,根据 定理 3. 9, 对 应 的 线性 方程 组 有 唯 
一 解 。 

(2) 易 见 ,矩阵 有 4 列 , 作 为 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 ,可 知 对 应 的 线性 方程 组 含有 3 个 未 知 量 。 由 于 增 
广 矩 阵 和 其 系数 矩阵 的 秩 相等 且 等 于 变量 的 个 数 , 根 据 定理 3. 9, 对 应 的 线性 方程 组 有 唯一 解 。 

(3) 易 见 ,矩阵 有 4 列 , 作 为 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 ,可 知 对 应 的 线性 方程 组 含有 3 个 未 知 量 。 由 于 增 
广 和 矩阵 的 秩 为 3, 系 数 矩 阵 的 秩 为 2, 它 们 不 相等 ,根据 定理 3.9, 对 应 的 线性 方程 组 无 解 。 

(4) 易 见 ,矩阵 有 4 列 , 作 为 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 ,可知 对 应 的 线性 方程 组 含有 3 个 未 知 量 。 由 于 增 
广 矩 阵 和 其 系数 矩阵 的 秩 相等 且 等 于 1, 但 是 小 于 变量 的 个 数 ,根据 定理 3.9, 对 应 的 线性 方程 组 有 无 穷 多 
个 解 。 

2. 求解 齐 次 线性 方程 组 

Xl 二 zz z; +4z(—3z;=0, 
ху—х+3хлу—2л,— zs=0, 
2zi 十 zz 十 3zs 十 5zi 一 5zs 一 0， 
За Hr: +5z; +6z, —7z; =0, 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 8。 
Ж ”对 线性 方程 组 的 系数 矩阵 实施 初等 行 变换 ,不 难 求 得 
1 1 1 4 一 3 1 L l 4 —3 1 
2 1 0 2 2 6 2 0 
人 1 前 0 0 
0 = 2 = 2. 0 
10 21 2 
0 
0 
0 


оо н н 
о 
о 


1 —1 3 —1 
о оо of 
о оо O 


g == s s 225, 


@msawkasal ГОИ ТҮТТҮ 
z. = T; — 3t, H Ts o 

2 =2 =k 2 

Tz 1 一 3 1 

z |=ki| 1|+ь| 0|+ks|0|， А,Ь, 为 任意 实数 。 

ЕЛ 0 1 0 

=s 0 0 1 


3. 求解 非 齐 次 线性 方程 组 


3.3 线性 方程 组 的 解 © 


ait х;+2х,=1, 
2х\— zz 十 2zs 一 4， 
zı —2x; =3, 
4л + zz 十 4zs 一 2。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 8。 

解 ” 对 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 和 施 以 初等 行 变换 ,有 

1 1 1 2 1 


и к т —2n 
gal 7102 | псп о -3 -2 2 
1 —2 0 3| 4л |o —3 —2 2 
4 142 0 一 3 一 4 一 2 
1 3 #3 ї 512 2272 
п-п |0 =3 —2 2 | пен |0 —3 -2 2| р 
п-п јо о о 0[_1 о о r2 ` 
0 0 一 2 一 人 0 0 оо 


显然 ,R(A) 二 RC(A) 二 3, 因 此 此 线性 方程 组 有 唯一 解 。 为 了 方便 求 出 此 线性 方程 组 的 解 ,对 入 进一步 
施 以 初等 行 变换 ,并 将 其 约 化 为 行 最 简 形 
1 10 —3 
rt2r |0 —з o 6|m+3m 


B ° 
ri—2r; |0 0 1 2 220 2 
аА 
0 оо 0 0 
Zi 一 一 1， 
чиавлванянавзваяјь--в 这 也 是 原 线性 方程 组 的 唯一 解 , 即 解 为 
z = 2。 


ШЕ! 


Ах\+ zz 十 zs 一 1， 
Zi 十 Mzz 十 x3 二 4, A 取 何 值 时 ,此 线性 方程 组 (1) 有 唯一 解 ;(2) 无 解 
Zi 二 zs 二 Az; =А, 
(3) 有 无 穷 多 解 ? 在 线性 方程 组 有 解 的 情形 下 , 求 出 解 。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 10。 易 见 , 线 性 方程 组 的 系数 和 矩阵 为 三 阶 , 且 每 行 都 含有 待定 参数 A， 
用 初等 行 变换 进行 约 化 较为 麻烦 , 故 可 以 先 求 系数 矩阵 的 行列 式 , 然 后 讨论 解 的 情况 。 取 定 的 值 后 ,利用 
初等 行 变 换 将 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 约 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ;然后 根据 定理 3. 9 进行 讨论 ,再 求解 。 

解 线性 方程 组 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 为 


4. 设 有 非 齐 次 线性 方程 组 


且 不 难 求 得 |A| 二 (4 一 1)? (4 十 2)。 
(1) 3 221 B 452—2 时 ,|A| 关 0, 由 克 莱 姆 法 则 求 得 此 线性 方程 组 的 唯一 解 为 


= 1 tt 
aF? oF? 28 А+2) ° 


(2) 3š2=—2 时 ,有 


人 一 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


Ë E ) | 1 一 2 И 
+ Г тті š 
A 1—2 1i—2 — 2 1 1 1 
1 1—2! 4 1 1 —2: 4 
f 本 ° 2 d: ) 
т +2 : : 
jo —3 3:—3|~|o -3 3:-3|. 
пт i i 
о 3—3: 6 o оо‘ з 
易 见 ,R(CA) 天 R(A) ,所 以 线性 方程 组 无 解 。 
(3) 当 4=1 时 ,有 
| 11 ) [ 1 1 
_ r-n 
A=|1 1 ı 1i—-— jo о о o|. 
э 
Ж p 3 0000 
因为 R(4) 王 R(A)<3, 所 以 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 同 解 线性 方程 组 为 n=l, £ z, = 


局，zs 一 如 , 则 线性 方程 组 的 解 为 


一 1 一 1 ї 
Ë -| || 中 | | Ai ks 为 任意 常数 。 
= 0 1 0 


Zi 一 Xs— 2ху+3х,=0, 
Zi 一 3zz 一 6zs 十 2z4 一 一 
zi 十 5zz 十 10zs 一 z, =b, 
3zi+ 2+ ахз 4л =1. 
(2) 无 解 ; (3) 有 无 穷 多 解 ? 在 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 的 情形 下 , 求 出 解 。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 3. 10。 注 意 到 ,线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 的 第 1 行 不 包含 参数 a,b, 可 以 


对 增 广 矩阵 实施 初等 行 变换 ,进而 将 其 约 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ;然后 根据 定理 3.9 讨论 线性 方程 组 的 解 的 情 
况 , 并 求解 。 


解 对 增 广 矩阵 实施 初等 行 变换 
1-1-2 з 0 0 
3-6 2 一 1 1 
1 5 0-1 %& 0 6 12 — b 
1 1 
0 


1, 
5. 设 有 线性 方程 组 当 a,b 取 何 值 时 ,此 线性 方程 组 (1) 有 唯一 解 ; 


А = (А,Ь) = 


3 1 a 4 


不 难 发 现 : 
(1) У a 一 2, 且 0 天 2 时 ,R(4) 一 3 关 R(4A,D) 一 4, 线 性 方程 组 无 解 。 
(2) 3 a 天 2 时 ,R(C4A) 一 R(4,b) 一 4, 线 性 方程 组 有 唯一 解 。 


(3) #а=2 且 0 一 2 时 ,R(A) 二 R(4,b) 二 3 二 4, 线 性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 继 续 对 增 广 和 矩阵 实施 初等 行 
变换 ,有 


1 一 1 一 2 


sj w 


© © O н 
о 
о 
| 
ре 
I 
= 
° |= ыы © 
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1 —1 —2 0 -4 1000 0 
3 
o a zo a| | 2 0 y 
> T =. А 
1 
о о от + ч Б: з 
0 0 о о 0 0000 0 
与 其 同 解 的 非 齐 次 线性 方程 组 为 
mb 
m+2 =, 
=1 
LUET. 
令 z, ЛАЕК ЕЖЕ. Б 
21 0 
2 


+k š: ， 上 为 任意 实数 。 


h 
чь ° xj = 


6. 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明理 由 : 

(1) Ж Amxx =0, E R(A,,,)=m,W| Ax=0 一 定 有 解 ; 

(2) Ж Axnx 二 b, 且 ККА) =m, N] Ax=b 一 定 有 解 ; 

(3) 若 Anxnx 二 0, 且 т<п, А] Ax=0 有 非 零 解 。 

分 析 利用 定理 3.9 和 定理 3.10 判定 。 

解 (1) 正确 。 因 为 齐 次 线性 方程 组 至 少 存在 零 解 。 

(2) 正确 。 由 R(A,,,)=m Ë ,m<n, E R(4) 二 R(A) 二 m, 根 据 定理 3.9, 线 性 方程 组 Ax=b 一 定 有 解 。 
(3) 正确 。 由 于 R(A) 三 m<n, 根 据 定理 3.10, 线 性 方程 组 Ax=0 有 非 零 解 。 


1. i£ B4 一 0, 其 中 人 是 三 阶 非 零 矩 阵 ,而 


1 2 0 
20 —4 

B= . 
—1 t 5 
то = 


求 上 的 值 。 

分 析 根据 和 矩阵 方程 的 特点 分 析 和 矩阵 的 秩 的 情况 ,然后 再 讨论 矩阵 召 的 秩 。 

解 因为 BA 二 0, 且 A 和 A 是 三 阶 非 零 矩 阵 ,所 以 矩阵 方程 BX—0 有 非 零 解 ,从 而 矩阵 吾 的 秩 小 于 3。 将 
矩阵 B 约 化 为 行 阶 梯形 矩阵 ,具体 过 程 如 下 : 


1 2 0 1 2 0 1 2 0 12 0 
2 0 一 4 有 0, =$ 0 1 1 01 $ 
B= 一 -> 一 
=p. £ 5 о 1+2 5 0 2+2 5 0 0 3—2 
10 — о 一 2 一 2 о 0 0 оо 0 


依 题 意 ,t 一 3。 


@ 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


1. 填空 题 
4 0 2 
СЕСЕ 2 中 R(AB)—R(A)= А 
103 
1 —1 0 1 
@tereasaszaannranaqanpa|s 0 1 3 
0 000 
个 主 变量 ,有 个 自由 未 知 量 , 线 性 方程 组 的 解 为 š 
1 —1 0 
© валин: 1 ЕЕ s 


， 则 该 线性 方程 组 中 有 


з 0 k 
1 2 —2 
3 a 2a ЕЕ n 
一 1 0 
1 0 aii 
(5) eaf: 0 中 1 АЕ ° 
oii їз < 


解 (1) 因为 RGB) 一 3, 所 以 矩阵 召 可 逆 ,根据 定 理 3.4 w, КАВ) =К(А) =2, # R(AB)—R(A)=0, 


= 一 zz 十 1， 
(2) 全 题 吉 ,ROAD 一 RCE) 一 2<3, 同 解 线性 方程 组 为 | = “因此 该 线性 方程 组 有 两 个 主 变量 ,1 


353, 


21 1 ТТ 
ЧЕНЕ 为 任意 实数 ) 。 
= 0 з 


G) 由 题 意 可 知 ,矩阵 B + f 2 *[ # E E, ЕДТ КОВ) = КА) =1, ҒА КОВ) <2. HF 
1—1 0 1—1 9 i =i 0 
Ë 1 ү 3 |: š$ 1 | 
3 0k 0 3k б 0 2-1 
所 以 k=1。 


(4) 对 矩阵 实施 初等 行 变换 ,可 得 


1 1. 22 = 1 1 2 —2 | | 2 = 
А=|1 3 а 2а | 一 |0 2 а—2 2c 十 2 | 一 |0 1 —2 = . 
I =1 $ 0 0 —2 4 2 0 0 а+2 2(a+2) 


所 以 a= —2, 
(5) 由 于 R(A) 二 3, 即 和 A 可逆。 而 R(AB)=2,% R(B)=2. HF 


Г K. 1 a 1 1 011 
8= 2 0 а >l Өө Om o 0 
Ж 1 1 a 0 1 a 


个 自由 未 知 量 , 线 性 方程 组 的 解 为 


所 以 a 一 1。 
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2. 选择 题 


1 0 1 
A. a =a: =a; B. а 一 az 一 aa 一 1 С. ai 十 az 十 as 一 0 D. а 一 az 十 as 一 0 
(2) 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 为 4&x 一 0, 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 A&x 一 0, 则 下 列 说 法 正确 的 是 ( jis 
А. Ж Ах=0 仅 有 零 解 , 则 Ax 二 b 有 唯一 解 
B. Ж Ax=0 有 非 零 解 , 则 Ax 二 b 有 无 穷 多 组 解 
С. 若 Ax 二 b 有 无 穷 多 组 解 , 则 Ах=0 仅 有 零 解 
D. Ж Ax=b 有 无 穷 多 组 解 , 则 Ax=0 有 非 零 解 
(3) E, A 3 mXn EBE, B RC(4) 二 r, 则 下 列 说 法 正确 的 是 ( ), 
А. A 中 没有 等 于 零 的 r 一 1 阶 子 式 , 至 少 有 一 个 r 阶 子 式 不 为 零 
B. A 中 有 等 于 零 的 r 阶 子 式 , 没 有 不 等 于 零 的 rx 十 1 阶 子 式 
C. 4 中 有 不 等 于 零 的 r 阶 子 式 , 所 有 r 十 1 阶 子 式 全 为 零 
D. A 中 任何 r 阶 子 式 不 等 于 零 ,任何 7 十 1 阶 子 式 都 等 于 零 
(4) ЖАЖВ 分别 为 mXn 和 nXm 算 阵 , 则 齐 次 线性 方程 组 ABx 一 0( )。 


1 =f 0 а\ 
DRA | о 1 est hs 


as 


A. 3 n2>m 时 仅 有 零 解 В. У m>n 时 必 有 非 零 解 
C. 3 m>n 时 仅 有 零 解 D. 当 n2>m 时 必 有 非 零 解 
an аш an аз az az 0 1 0 1 0 0 
wal а» “|| an а аз + 0 "| 1 I 
аз азм аз antan aztar ass 十 ans 0 0 1 101 
则 必 有 ( )。 
A. AP P, =B В. AP,P, =B C. Р.Р.А=В D. P.,P,A=B 
解 (1) 不 难 求 得 


| оа 1. = | 0 a 1 —1 0 а 
А=| 0 1-1 а |0 1 —1 a |*|° 1 -1 а р 
=f 0 1 а, о =—1 1 а+а 0 0 0 as 十 ai 十 az 


易 见 , 若 线性 方程 组 有 解 , 必 有 ai 十 az 十 as 一 0, 故 选 C。 


(2) 由 定理 3.9 知 , 若 使 线性 方程 组 Ax 一 b 有 无 穷 多 组 解 , 必 有 RC(A) 一 RC(A) 且 小 于 未 知 量 的 个 数 ,于 


是 由 定理 3.10 知 ,对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 必 有 非 零 解 , 选 D. 
(3) 根据 矩阵 的 秩 的 定义 , 选 C. 


(4) 依 题 意 ,线性 方程 组 Bx 二 0 的 非 零 解 也 是 线性 方程 组 ABx 一 0 的 非 零 解 。 当 mn 时 ,线性 方程 组 


Bx=0 必 有 非 零 解 , 选 B。 


(5) 从 矩阵 A 变换 到 矩阵 召 的 过 程 是 : 先 将 A 的 第 1 行 的 元 素 对 应 加 到 第 3 行 ,然后 再 将 第 1 行 的 元 


素 和 第 2 行 互 换 , 因 此 选 C。 

3. 求 下 列 和 矩阵 的 秩 , 并 找 出 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 : 
iz 4 3 2 

05122 |, wl 5 a Шы. 
її 2 =i 1 3—1 —2 -2 
— 0 — 4 á 6 1 =E —4 

分 析 利用 初等 行 变换 将 矩阵 约 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 , 再 根据 情况 选取 最 高 阶 非 零 子 式 。 

解 (1) 不 难 求 得 


@ 矩阵 的 初等 变换 及 应 用 


E + $ 1: 2 4 3 1 2 4 3 ї-® е 

21-2 3 0 一 3 一 10 3 0 一 3 一 10 一 3 0782407 $ 

31 2 —1| |o -5 -1 -10| |o -2 al lo o asal 

—1 0 —4 4 o 2 0 7 о о 0 оо о о 
12 4 F 4 

易 见 ,矩阵 的 秩 为 3。 由 于 |2 1 —2|=—20Z0,&|2 1 一 2| 为 其 中 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 。 
зл @ 3 $ -2 

(2) 不 难 求 得 


=1 3 3 1 


£ — o Š 
~ 
= 
=. 
| 
- 


1 1 
0 — 5 

3-1 —2 一 2 0— 5 т 5] jo o о o of 
0-7 5 т 5 0% о о O 


ЭЛ, ШИЖ 2. ат |; то, |2 ат-ат, 
1 —2 ЗЕ 
4. 设 矩阵 A 二 | 20 一 3 | ,当天 为 何 值 时 ,使 得 
k _—2 s 
—2 40 —6 
а) КА) =1, (2) ККА) =2; G) RCA) 一 3。 
分 析 先 将 矩阵 约 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 ,然后 再 讨论 上 的 取 值 。 
解 不 难 求 得 
1 =# ЗЕ 1 =2 3k 1 —2 3k 
Е = 068 =3 0 262—2 — 3+ 3А 0 22—2 — 3+3 
А 2 3 |o -2+2 3-3 | |o о а-ье+ь |° 
—2 40 =E 0 4—4 一 6 十 6R 0 0 0 
于 是 , 当 k=1 时 ,R(A)= 二 1; 当 上 = 二 一 2 B ,R(A)=2; Ж k#1, E 252—2 B ,R(A)=3, 
a 1 … 1 
5. &®лйў#А=| у “© T 1 Rao, 
1 1 … a< 
分 析 先 将 矩阵 约 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 ,然后 再 根 据 情况 讨论 a 的 取 值 。 
解 TERE 
a 1 1 1 1 a 1 1 a 
K= 1 а š |. 1 а m " а=) Л 
1 W e а ° 1 1 ami ++ 0 1-а 
1 #Ри=1 
x 0 =а 0 
1—а = 0 0 


易 见 , 当 a==1 #,К(А) =1; 2 a=1—n B ,R(A)=n—1; Ж aZ1, H a#1—n 时 ,R(A)=n。 
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6. ЖТ ШИ ## Ж. 


1 0 0 0 
2 2 
1 1 0 0 
(1) | Ж. $ (2) ; 
i =} 1 0 
=q 
П ш PP 
$ 6 0:00 12 
1209 9 2 
(3) ; (4) . 
0 0 1 2 Т 
0 0 2 5 =f =з =f —6 
解 利用 初等 变换 法 求 逆 和 矩阵 ,具体 计算 过 程 略 。 
1 0 0 0 
| =. s= 
=r W, @ -@ 
a) А! = L =5 = (2) А! = ; 
—- 1 1 0 
= 6 4 
—4 2 1 1 
ж 8 
l. в о 9 
2. ы, 3 1 
5 -= 0 0 
= 1 0 0 32 16 
(3) А7! = б Š 5 ; (4) А! = в Еч А 
2 57 3 一 4 
б => 32 16 
ваа 
16 8 2 2 
Т. 求解 下 列 线性 方程 组 : 
Zi 十 2zz 一 3zs 十 4z4 一 0， Zi 二 3z: —2z; —4z,=7, 
O 221 +-3z; -223— х,=0, D 3zi 十 5zz 一 zs 十 zi 一 6， 
421 +722 — 4х3 724 =0, 42 +82: — Заз — Зах =13, 
Зал +52: — хз 32; =0; 221 42r: + х,+5х,=—1, 
分 析 利用 初等 变换 法 求解 。 
解 (1) 不 难 求 得 
12-3 4 1 2 — 4 r Ж. ЖЕ 1 0 B -uU 
2 3 2 一 1 0 =1 & =—9 0). 1-8 9 @ J Жш! 9 
47 — 7| |o -1 8 —| oo ooj joo o of’ 
$. 8 —1 3 Ө: ==} 8 =$ 0 0 0 0 0 0 0 0 


易 见 ， 同 解 线性 方程 组 为 


z+ 13z; —14z, =0, 
| 令 忆 一 以,zri 一 如 ,得 线性 方程 组 的 解 为 


а2— 823+ 9zt 一 0。 


1 一 13 14 
=s й +k: 9 |, bob 是 任意 常数 。 
= 1 0 
24 0 1 
(2) 不 难 求 得 
和 1 = =p 7 
8 5 =й 3 6 0—4 5 13 —15 
а в —3 —š 13| |o —4 5 £ —% 
22 1 5-1 0—4 5 13 —15 
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7 23 _17 
1 3 一 2 —4 7 Do с. сз 
‚|0 —4 5 1 一 15 01-5 -8 5 
0 0 о 0 0 
o o 0 o о F. 9 9 9 
0 0 0 0 0 
э í 23 +a = 1 , 
易 见 , 同 解 线性 方程 组 为 5 1 Е 令 z, =k, z, 二 ks， 得 线性 方程 组 的 解 为 
T2 a 
17 7 23 
21 4 4 4 
= 15 5 13 
“=| Tita] |+ Th ,ks 是 任意 常数 。 
T3 
0 š 
x, 
0 0 


(3 一 人)zl —z;: +z; =0, 
8. W FX R Ë p EH] zi + (1—2)z; +z; =0, 当 4 为 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ? 并 在 有 
一 3zi +3z; — (1 +2)z; =0, 
非 零 解 时 , 求 出 解 。 
分 析 ”该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 为 三 阶 , 且 每 行 均 含有 参数 4, 用 初等 变换 的 方法 较为 麻烦 ,可 先 计算 
系数 和 矩阵 的 行列 式 , 然 后 再 根据 情况 讨论 。 
解 不 难 求 得 
=й —1 1 
1 к, 1 
一 3 3 一 1 一 人 
易 见 , 当 ) 一 一 1 或 一 2 时 线性 方程 组 有 非 零 解 。 特 别 地 , 当 》 一 一 1 时 ,有 


& =— h 1 2 1 1 2 1 1 =p $ 
1 2 Le = 3 . 
=з 3 0 =з 3 0 0 9 3 0 0 0 


同 解 线性 方程 组 为 


(AM 十 1)(A 一 2)2。 


ху—х;=0, 
sa 十 zs 一 0。 


21 1 
-JH | 上 是 任意 常数 。 
23 一 3 


类 似 地 , 当 4 二 2 时 ,线性 方程 组 的 解 为 


21 1 =] 
Ë +) | kok, 是 任意 常数 。 
23 0 ї 


AHA) а Hr: +z; =0, 
9. ШАКЕЕВ, E $ X & EREA lz T (1I+))z, Боз =, MDA EL DER (3)#4 Z 2 $£ 
а Ба (+ zs =A 


取 zs 一 A, 则 线性 方程 组 的 解 为 
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解 ,并 在 有 无 穷 多 组 解 时 ,求解 。 
分 析 与 上 题 的 解法 类 似 。 
解 不 难 求 得 ,系数 矩阵 的 行列 式 为 


1+ 1 1 
1 1+ 1 |=(3+DX。 
1 1 1+А 


易 见 ， 当 470,8 4—3 时 ,线性 方程 组 有 唯一 解 。 


1110 1110 
当 4=0 时 ,|1 1 1 3|—- o 0 0 1|, 此 时 线性 方程 组 无 解 。 


1 31 30) wooo 
当 ) 一 一 3 时 ,由 于 
— 1 1 оү п 1 -2 —3) /10 —1 -1 
| 1 — 1 |: —3 3 |: 1 —1 “| 
1 1 -2 —3) lo з -3 —J o o о о 
此 时 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 , 且 解 为 
21 1 =f 
23 1 0 
Xl 二 х;—2ху+3х,=0, 
о. 设 有 非 齐 次 线性 方程 组 1 PTOA L hig afb жин, Сож Ж. 
3z +22 tazı +7z, = —1, 
ду zz 一 6zs 一 Z4 一 0。 
DER: (3) 有 无 穷 多 解 ,并 在 线性 方程 组 有 解 时 , 求 出 解 。 
E 不 难 求 得 
1 1 -2 з оу A 1 -2 3 оу /10 -4 1 1 
2 1-6 4 -1 0 -1 -2 -2 —| o 1 2 2 1 
ey 
1 —1 —6 —1 b) o -2 -4 — b \о о о 0 b2 


ALD 无 论 a fb 取 何 值 此 线性 方程 组 都 不 存在 唯一 解 。 
(2) Ш bZ—2 时 ,此 线性 方程 组 无 解 。 
(3) 3 b=—2 时 ,此 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 进 一 步 地 , 当 a 天 一 8 时 ,此 线性 方程 组 的 解 为 


2 =f =1 
ЕЯ = 1 
=k + ， 上 是 任意 常数 。 
23 0 0 
x, 1 0 
当 a 一 一 8 时 ,此 线性 方程 组 的 解 为 
21 4 = = 
2, = = 1 
=h +k: + ， hok 是 任意 常数 。 

хз | 0 0 


24 0 1 
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1. 矩阵 的 初等 变换 和 初等 矩阵 
(1) 设 A 为 三 阶 矩 阵 ,将 A 的 第 2 列 加 到 第 1 列 得 矩阵 BB, 再 交换 B 的 第 2 行 与 第 3 行 得 单位 矩阵 。 
ЖОЖ. ioo 
га 1 |e 0 |н )。(2011 年 ) 
001 0. 2.0 
A. P,P, B. P; 'P,. C. P,P,. D. Р,Рг!, 


提示 : ER, RE ET, Ж Ж Ф| AN , PAP, 二 PB 二 EE, 再 根据 初等 矩阵 的 逆 矩 阵 的 特点 ， 
选 D. 


1 0 0 
(2) arznenraznvanm arale 1 中 Ж Р= (о ,02,03).0= (а +a, 
0 0 2 


oos), 则 O-:40=( ), (2012 年 ) 


1 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 
А.|о 2 0 В. |0 1 0 С. {о 1 0 D. jo 2 о 
0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 1 


1 0 0 
яана) 1 maana 
0 ° 1 


Q''AQ= [PE(21(1))] !A [PE(21(1))] = [E(21(1))] !P''APE(21(1)) 


1 о оү 100 1 
=|—1 1 0 ИЕШЕ 
0 0 1 2 八 0 0 1 2 
选 B。 
(3) 设 入 为 三 阶 矩 阵 , 将 A 的 第 2 行 加 到 第 1 行 得 B, 再 将 B 的 第 1 列 的 一 1 倍加 到 第 2 列 得 C, 记 P= 
4 3 0 
[ 1 18 ), (2006 #) 
ooi 
A. C=P`'AP B. C=PAP`! C. C=P"AP D. C=P'AP 
1 1 0) (1 — 0 1 —1 0 
提示 : 依 题 意 ,| 1 路 0 1 "+: 1 ель 
0:10:27 wo 0 3 0 01 


(4) ЖА п (n22) ATER, ЖАНЕТ ТУЯ 2 ТЕЖЕ B.A ` ,B" 分 别 为 A4,B МЕШ. 
则 ( )。(2005 年 ) 
A. 交换 A 的 第 1 列 与 第 2 列 得 B* B. XHA 的 第 1 行 与 第 2 行 得 B* 
C. 交换 A" 的 第 1 列 与 第 2 列 得 一 B* D. 交换 A" 的 第 1 行 与 第 2 行 得 一 B* 


提示 : 依 题 意 ,|4| 一 一 | 如 | , 且 有 


010 010 
1 о 0|A=B,+E B''=A|1 0 0 #7. В 一 
0 0 1 o 0 1 
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0 1 0 0 1 0 
ТА” | 0 0 onan ne 
0 0 1 0-10: W 
(5) ЖА E m X n ËË É: ,B E n X m Ж Е, NC ). (1999 +) 


А. 3 m2>n 时 , 必 有 行列 式 |AB| 取 0 B. У m>n 时 , 必 有 行列 式 |AB| 二 0 
С. у n>m 时 , 必 有 行列 式 |AB| 关 0 D. 当 n>m 时 , 必 有 行列 式 |AB|==0 
提示 : 因为 AB Ет МЕЕ, |AB| =0 的 充分 必要 条 件 是 秩 КАВ) <m 或 线性 方程 组 Bx 二 0 的 解 必 是 


线性 方程 组 ABx=0 的 解 , 选 B。 


(6) ЖА £ n 阶 可 逆 方 阵 , 将 和 的 第 i 行 和 第 j 行 对 换 后 得 到 的 矩阵 记 为 B。 解 答 下 列 问 题 : (i) 证 明 


В]; GDR AB, (1997 年 ) 


提示 : 参见 习题 5. 1B.4 0 6 Ж. ИЖ .B=EGj)A,3t F EG) X H AEE E НЕ: тА 


JRR АЕ E B.T Ж.АВ =А (EGj)A) =ААТ'Е Gj) !=EGj), 
2. 矩阵 的 秩 


10 2? 
a) aroa enaa] 0 2 中 R(AB)= „ (1996 £) 
—1 0 3 
提示 : £ W|B|=10#0,fí 2 RC4B) 一 RC4) 一 2。 
0100 
onera ° 0 ддс ә. G007 £) 
0. 6 01 
0000 
6б @ 01 
提示 ， 不 难 求 得 ,4 一 | ° ° °|,ял,к‹лЭ=1. 
0000 
0000 
a b b 
wan a b|,# А" 的 秩 等 于 1, 则 必 有 ( )。(2003 年 ) 
bba 
A. a=b a +2b=0 B. a=b È a +26520 
C. a#b Ra +2b=0 D. a#b B а+2Ь55=0 


n, Ж КОА) =п, 


提示 : 根据 本 书 中 例 4. 21 nancy | Ж RA)=n—1, %4 R(A)=2. #a=b,ġ Л, 


0, 者 RC4) 一 "一 1。 
a+2b a+2b a+2b 


R(4) 入 1, 故 可 排除 A 和 也 。 另 一 方面 ,14| 王 | b a b |=(a+2b)(a—b), 3 ab 时 ,车 
b b a 
要 求 |A| 二 0, 只 能 是 a 十 26 二 0, 所 以 选 C。 
4 a a ете а 
а 1 а = а 
(4) 设 zz>3) 阶 矩阵 4 一 | a a 1 … а |。 若 矩阵 4 的 秩 为 mz 一 1, 则 a 必 为 (  )。(1998 年 ) 
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Asi ву G= D. 
提示 : £ W. O 8 t EPA 3.7. Ж Е|А|=[(л—1)а-+1](1—а)"7!,Ж% B. 
(5) ЖА 2 m X n E £ ,B 22 nX m Ë É ,E т 阶 单位 矩阵 。 若 АВ=Е, H| ( ›„ (2010 Æ) 
A. R(A)=m, R(B)=m B. R(A)=m, R(B)=n 
C. R(A)=n, R(B)=m D. R(A)=n, R(B)=n 
提示 : 由 AB=E k ,R(AB)=m, H + КАВ) < min {R(4),R(B)}, 所 以 КСА) >m, КОВ) >m; Ë — 
Wi HT ARE тхл EB B E nXm Е, Ж R(AJ<m,R(B)<Xm, Ж A. 


% 
| 
- 


123 
(6) 已 知 | 4 ЕЕ ). (1993 Æ) 
3 6 9 
А.=6 P iS # 1 B. t=6 时 了 的 秩 必 为 2 
С. 1926 时 了 的 秩 必 为 1 D. 16 时 王 的 秩 必 为 2 


提示 : 依 题 意 , 当 t=6 时 ,R(O) 一 1。 于 是 由 R(CP) 十 R(O) 委 3 TE, ROOS PERAR РЖ 1 
还 是 2, 所 以 排除 A 和 B。 当 1 了 6 时 ,R(O) 一 2。 于 是 由 R(P) 十 R(O) 委 3 可 知 ,R(P) 委 1, 因为 下 为 非 零 矩 
EKER С, 
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一 、 基 本 要 求 


1. 理解 维 向量 的 概念 。 

2. 理解 向 量 组 的 线性 组 合 ,线性 相关 ,线性 无 关 和 极 大 线性 无 关 组 的 概念 。 

З. 掌握 向 量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 的 有 关 性 质 及 判别 法 。 

4. 了 解 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 的 概念 ,会 求 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 


5. TAE n 维 向 量 空间 、 基 底 \、 维 数 、 坐 标 等 概念 ;了 解 基 变 换 公式 和 坐标 变换 公式 ,会 求 
过 渡 和 矩阵 。 

6. 理解 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 及 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 充分 必 
要 条 件 。 

7. 理解 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 及 通 解 等 概念 。 

8. 理解 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 及 通 解 等 概念 。 

9. 掌握 用 行 初等 变换 求 线性 方程 组 的 通 解 的 方法 。 


二 、 知 识 网 络 图 


行 ( 列 ) 向 量 (定义 4.1) 
向 量 与 矩阵 的 关系 
加 法 运算 (定义 4.2) 
向 量 及 其 线性 运算 人 | 4.3) 
8 条 运算 规律 
线性 组 合 .线性 表示 (定义 4.4) 
n 维 单位 向 量 组 
可 以 线性 表示 的 充分 必要 条 件 ( 定 理 4. 1) 
能 否 线性 表示 与 线性 方程 组 的 解 之 间 的 关系 (定理 4. 2) 
两 个 向 量 组 间 的 线性 表示 (定义 4. 5) 
人 机 
两 个 向 量 组 的 等 价 关系 (定义 4. 6) 


向 量 与 向 量 组 的 线性 关系 | 


向 量 」 向 量 组 
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向 量 ` 向 量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 ( 定 义 4.7) 
线性 相关 的 充分 必要 条 件 (定理 4. 3) 
线性 相关 与 线性 表示 的 关系 (定理 4. 4) 
MAH AE 线性 相关 的 三 个 等 价 命题 (定理 4.5) 
向 量 组 间 的 线性 表示 与 线性 相关 性 
(定理 4.6 及 推论 1、 推 论 2) 
向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 (定义 4.7) 
向 量 组 与 其 极 大 线性 无 关 组 之 间 的 关系 
(性 质 1 性 质 2、 性 质 3) 
向 量 组 的 秩 ( 定 义 4.8) 
向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 4 向 量 组 与 其 秩 的 关系 (性 质 1 ,性质 2) 
向 量 组 的 秩 与 向 量 组 的 线性 相关 性 
(定理 4.7) 
向 量 组 的 秩 与 矩阵 的 秩 的 关系 
(定理 4.8、 定 理 4.9 及 推论 ) 


向 量 空 间 的 定义 (定义 4.9) 
基底 、 维 数 (定义 4.10) 
向 量 在 某 基 底下 的 坐标 
过 渡 和 矩阵 
线性 方程 组 的 向 量 表示 形式 
线性 方程 组 的 解 集 
解 的 性 质 1 .性 质 2 
线性 方程 组 的 解 ea 
通 解 


解 的 性 质 1 2 
通 解 结构 (定理 4. 10) 


非 齐 次 线性 方程 组 
Ei; 向 量 及 其 线性 运算 


一 、 知 识 要 点 
1. 向 量 的 概念 
定义 4.1 H n а заг." a, 组 成 的 有 顺序 数组 
а= (а.а, san) 
称 为 n 维 行 向 量 。 数 a1 ,as ,…,a, 称 为 向 量 w 的 分 量 ,aj(j 二 1,2,…,n) 称 为 向 量 @ 的 第 j 
个 分 量 (或 坐标 ) 。 


s P a а= (а аз." sa)" 


аһ 


称 为 n 维 列 向 量 。 


4.1 向 量 及 其 线性 运算 ў 


ФЕ 表示 实数 集 ,以 a; ER GO 一 1,2,…,7) 为 分 量 的 向 量 а (аз ,as，… ,a,) 称 为 实行 向 
量 。 本 章 只 讨论 定义 在 实数 集 上 的 向 量 。 此 外 ,由 于 行 向 量 和 列 向 量 只 是 写法 上 不 同 , 在 应 
用 中 没有 本 质 的 区 别 , 本 书 将 以 列 向 量 为 主 ,讨论 向 量 的 相关 理论 及 应 用 。 

2. 向 量 的 线性 运算 


а\ b, 
b. 
对 于 给 定 的 两 个 维 列 向 量 g 一 | ”| 和 有 一 | ”| , 若 它们 对 应 分 量 都 相等 , 即 
а, b, 
a,=b,, i=1,2, sn, 
则 称 向 量 a 与 相等 , 记 为 a 一 p。 
0 
分 量 都 是 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 作 0, 即 0 一 | ”|。 注意 , 维 数 不 同 的 零 向 量 不 相等 ， 
0 
0 
° 0 
如 | | 都 是 零 向 量 ,但 0, 0, 
0 
a а 
向 量 | | 称 为 一 | | 的 负 向 量 , 记 作 一 @。 
= a, 
а\ b, a +b, 


азі 


b. b; 
定义 4.2 # а= |“ :一 | .| 是 两 个 n 维 向 量 ,向 量 | :| 称 为 w 与 万 的 加 法 , 记 


a, b, а, +b, 
ар. 
а bi aı +b 
ав аг е) к [а b: ў 
а, b, a, +b, 
由 负 向 量 定 义 向 量 减 法 为 
aı—bı 
一 4 
а-В=а+ (H= гих 
а B; 


39: Е.а 与 太 的 和 (或 差 ) 就 是 它们 的 对 应 元 素 的 和 (或 差 ) 。 
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а\ Aa, 
À 
定义 4.3 设 w 一 | | 为 n 维 向 量 ,XER。 向 量 | ”| 称 为 数 X Sta 的 数 乘 , 记 作 


а, Ла, 


àa , 即 


向 量 的 加 法 及 数 与 向 量 的 数 乘 两 种 运算 ,统称 为 向 量 的 线性 运算 。 向 量 的 线性 运算 满 
足以 下 8 条 运算 规律 (其 中 a,pB,Y 都 是 ” 维 向 量 ,1,wER ): 


A) x 十 8 一 有 wa; (2) («+В jy=a-+ (B+); 
G) a 十 0 二 a( 零 元 素 ); (4) @ 十 (一 @) 二 0( 负 元 素 ); 
(5) 1。w 一 cx( 单 位 元 ); (6) MACux) 一 (Mpai 

(7) MACx 十 及 一 ix 十 好 ; (8) (CA 十 jx 一 Mx 十 pz 。 


3. 向 量 组 的 线性 组 合 

由 若干 个 同 维 数 的 向 量 所 组 成 的 集合 称 为 向 量 组 。 

定义 4.4 对 于 给 定 的 向 量 组 AA ,as ,… а, ,如 果 存 在 数 A ,4,,… ,4, ,使 得 
Q=A0 AG 二 二 AQ ， 

则 称 向 量 a 是 向 量 组 w ,as "~ а, 的 线性 组 合 , 或 称 a 可 由 Qi ,as ,…,aw 线性 表示 。 
显然 ,0 二 0@ 十 0@z 十 … 十 0gm, 即 零 向 量 是 任 一 向 量 组 @ ,as ,… ,@ 的 线性 组 合 。 
对 于 向 量 组 w ,as ,… на, ,每 个 向 量 a, (i 二 1,2,…,m) 均 可 由 该 向 量 组 线性 表示 , 即 

«;=0@, +00: + +++ 1G, + +++ 08, 。 
1 0 0 
п аата на о |=] ео Esta n 维 列 向 量 a 一 
0 0 1 


а 
“| 均 可 由 该 向 量 组 线性 表示 , 即 a=ae аге; H Hae, В AEA n ЖЕН а 


a, 
均 可 以 表示 为 el ,es，,…,e, 的 线性 组 合 。 
对 于 给 定 的 m 维 列 向 量 组 
a); b, 
b 
=|” |G=1,2,--,), В=| 
а bm 


JE В ñE ЙЕН УП] Br о, aa, 线性 表示 , 即 是 否 存 在 t оло ое ,x ,使 得 等 式 ra 十 
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ал20 十 … 十 Zn 一 有 成 立 的 问题 ,可 转化 为 对 应 的 线性 方程 组 


anı Бараг + Бат, =b ， 


апл Fazat +++ Ta,zr,=b,, 


axa Fam 1 + Бах, = bmn 

是 否 有 解 的 问题 。 

定理 4.1 ЖШ Б ШЙ НН о ,ws ,…:,a, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 对 应 的 线 
性 方程 组 有 解 。 

定理 4.2 (1) 列 向 量 记 不 能 由 列 向 量 组 a, ,as ,… ,oa 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
应 的 线性 方程 组 无 解 ; 

(2) ЈЕ В ВЕН УЛАМА о, ,0s，…,@, 唯一 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 对 应 的 线 
性 方程 组 有 唯一 解 ; 

(3) 列 向 量 甩 能 由 列 向 量 组 a, а. "~ а, 线性 表示 且 表 示 式 不 唯一 的 充分 必要 条 件 是 : 
对 应 的 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 

定义 4.5 设 有 两 个 向 量 组 (TI): а.а," а, ЯПО ЇЇ): В.В." В, ШЖ НОС) 
中 每 一 个 向 量 肥 (一 1,2,…,r) 都 可 以 由 向 量 组 ( 工 ) 线 性 表示 , 则 称 向 量 组 (IT) 可 以 由 向 量 
组 ( 工 ) 线 性 表示 。 

根据 定义 4.5, 若 列 向 量 组 (IT ) 可 以 由 列 向 量 组 ( 工 ) 线 性 表示 , 则 有 


В. =ап@ Бала 1 Бала, , 


В. 一 aizCl +аз@, ++ База, s 


, = 41,0, аз H Ба,@, o 


HIEMER G T UKRA 
Bi Воо В.) = Сал лав а, )A， 
其 中 
an a а\ 
á= azı ks аз, 


ал ав sas а» 

EBE А = (а, ), PRAI БЕН ( Í ) 由 列 向 量 组 (1 了) 线性 表示 的 表示 矩阵。 根据 矩阵 的 
乘法 运算 ,其 中 A 的 第 j 列 元素 是 列 向 量 pB; 用 列 向 量 组 wi ,Qs ,…,@; 表示 的 系数 。 

定义 4.6 如 果 两 个 给 定 的 向 量 组 (LI): w ,az ,…,a, f (H): ,Pp ,…,P, 可 以 互相 线 
性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 价 。 

向 量 组 的 等 价 具 有 如 下 人 性质 : 

性 质 1( 反 身 性 ) 任意 一 个 向 量 组 w ,az ,…:,a, 与 它 自身 等 价 ; 

性 质 2( 对 称 性 ) 如 果 向 量 组 @ ,az ,…:a, 与 BP.,P,,…,P, 等 价 ,那么 向 量 组 P,P, ,…， 
及 也 与 cl ,az ,…:o, 等 价 ; 

性 质 3( 传 递 性 ) 如 果 向 量 组 gl ,az ,…:,a, 5 В.В." В, 等 价 ,而 向 量 组 记 В." р, 
又 与 yy y, 等 价 ,那么 向 量 组 w ,as ,…,a, Б yi. y y, 等 价 。 
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注意 ,向 量 组 等 价 与 矩阵 等 价 是 完全 不 同 的 两 个 概念 。 
二 、 疑难 解析 


1. 向 量 与 矩阵 有 何 对 应 关系 ? 

答 由 定义 2.1 和 定义 4.1 知 ,2 维 行 向 量 和 ?7 维 列 向 量 实际 上 就 是 行 矩 阵 和 列 矩 阵 。 
因此 ,向 量 作 为 一 种 特殊 的 矩阵 , 它 有 和 和 矩阵 一 样 的 运算 及 其 运算 规律 。 男 外 ,二 者 还 有 密 
切 的 联系 。 例 如 ,对 于 给 定 的 矩阵 


Am dm Arm 


它 的 每 一 列 构成 了 一 个 т 维 列 向 量 , 总 共有 个 m 维 列 向 量 , 即 


aij 
а; = Еч , j=1,2,- n; 
ат; 
它 的 每 一 行 构成 了 一 个 n 维 行 向 量 ,总 共有 mAn 维 行 向 量 , 即 
В; = (аа sais" san)s» i= 1,2,+*,ть 
Ж.И А 可 用 向 量 表示 为 
В. 
4 一 (oa ) 或 А = h A 
Bn 
Еши] AAEE A 的 两 类 分 块 。 反 过 来 , 同 维 数 的 向 量 可 以 按照 上 面 的 排列 


方式 组 成 一 个 矩阵 4。 

2. 一 个 向 量 可 以 用 向 量 组 线性 表示 与 线性 方程 组 的 解 有 何 关系 ? 

E RIAR а 与 列 向 量 组 a ,Qs,…,@, 具有 相同 的 维 数 , 则 它们 之 间 的 关系 必 为 下 
列 情形 之 一 : 

(1) 向 量 a 不 能 由 向 量 组 a ,as ,…,@, 线性 表示 ; 

(2) 向 量 @ 可 由 向 量 组 w ,as ,…,@, 线性 表示 , 且 表 示 唯 一 ; 

G) 向 量 a 可 由 向 量 组 ai ,as ,…,@, 线性 表示 , 且 表 示 不 唯一 。 

向 量 a 能 和 否 由 向 量 组 a ,ws "~ за, 线性 表示 的 问题 , 即 是 否 存在 数 zi олоо ее ,x, ,使 得 
等 式 zol 十 zzoz 十 … 十 za0 一 C 成 立 的 问题 ,就 转化 为 非 齐 次 线性 方程 组 Ax= a 是否 有 解 
的 问题 ,其 中 AS Ca ,as ,os) ,x 二 (Xi1,T2，… ,Xn) 人, 参见 定理 4.1 和 定理 4.2。 

3. 两 个 矩阵 等 价 和 两 个 向 量 组 等 价 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 ”矩阵 等 价 与 向 量 组 等 价 是 完全 不 同 的 两 个 概念 。 

从 各 自 的 定义 上 看 ,矩阵 4 与 B AF402648 РЕА 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 B ;两 个 
给 定 的 向 量 组 ol ,0;,… а, ABa Be otet В, 等 价 是 指 这 两 个 向 量 组 可 以 互相 线性 表示 。 


4.1 向 量 及 其 线性 运算 @ 


Элу Ёз F ff. B mXn А УВ 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 m 阶 初 等 矩阵 
Р.Р». P, 及 nn 阶 初等 矩阵 0: ,0: ,…,0..: 使 得 P,P, 1…P1AQ10,…Q, 一 B; 两 个 向 量 组 
02，… 50, 与 订户,…, 记 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 表示 矩阵 C 与 D ,使 得 (PB Во. 
В.) = (a ,0 0)C, (а, os ,0,) = (В, „В, .--- .В,0р. 


三 、 经 典 题 型 详解 

题 型 1 向 量 间 的 线性 运算 
2 10 4 
5 1 1 

例 4.1 аяа = i e = 5 = 2. ‚Н. 30а, —a) 4-2 (о +a) = (а +a) , 求 向 
3 10 1 


Жа. 
分 析 利用 向 量 的 线性 运算 求解 。 


解 MEATH a= 5а, а: — аз. H a ,as ,as 代入 等 式 ,有 


2 10 4 11 
Е) 1. _ 85 Ера YI ls 
а= 7-01 Ta, a = М + 517211115 
3 10 1 14 
类 似 地 ,利用 向 量 的 线性 运算 可 以 求解 下 列 问题 : 


3 1 


а›ёта=|_"}=| ¿|o ла 29—36: 


2 =2 
2 1 = 
- 2 一 1 一 2 
(2) Ei a, _ |= з = М „Жа 3020, Ба) =2(0; а). а. 
З 2 1 


题 型 2 向 量 与 向 量 组 之 间 的 线性 关系 
例 4.2 设 有 向 量 组 


1 1 1 1 j 
0 1 —1 2 1 
== Sam е A = үт 
3 5 1 а+8 5 
解答 下 列 问题 : 


(1) а,Ь HAER. B RREH о, ,as ,as ,os 线性 表示 ? 

(2) a,b УИНН .В ВЕН о, ,as ,as ,ws 线性 表示 , 且 表 示 式 唯一 ? 
(3) a,b 为何 值 时 ,及 能 由 xi ,az ,as :os 线性 表示 ,但 表示 式 不 唯一 ? 
分 析 ”将 问题 转化 为 讨论 线性 方程 组 的 解 的 存在 性 问题 。 
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解 ” 依 题 意 ,考虑 线性 方程 组 


В = zi@ + z;G@; + zs@; + х,@, (*) 
对 此 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 实施 初等 行 变换 ,可 得 
їл а E wi t ï 1 
В бол =i Ж л azmi pag 2 1 
А= (АїЬ = — i 
2 3 а+2 4 igpt3|n-an |o 1 a 2 ib+1 
25 Ñ афа 5 02 n rs. 2 
E 1 Posi 
п-п [0-1% =r 2 ja 
r=2 |0 0 a+1 о if 
оо о ajilo 


下 面 讨论 线性 方程 组 (* ) 的 解 的 情况 : 

(1) 当 a 十 1=0,6 关 0, 即 a 1.6520 PF.R(A)=2ZR(A)=3,%F J FEB ( x ) 无 解 ， 
从 而 及 不 能 由 ci ,as ,as а, 线性 表示 。 

(2) 当 a 十 1 关 0, 即 a 了 一 1 时 , 线性 方程 组 (x* ) 有 了 唯一 解 ,从 而 及 可 由 ias ,as а, R 
性 表示 , 且 表 示 式 唯一 。 不 难 求 得 ,线性 方程 组 (* ) 等 价 于 如 下 的 线性 方程 组 


х ә: + Xs 十 n=l, 
22 23 2х,= 1, 
(a + 1) 23 = b, 
(а+1) х; = 0. 
解 得 
> 2b , 4 十 0 十 1， b += 0 
a+1 а+1 Q& 十 1 
于 是 
в тҮ + EFESU 


(3) 4 a+1=0,b=0, B a 1.6 二 0 H, RCA) = КА) =2, RENEA O AERLE 
解 ,从 而 及 可 由 wi ,as ,as ,at 线性 表示 , 且 表 示 不 唯一 。 不 难 求 得 ,线性 方程 组 (* ) 等 价 于 如 
下 的 线性 方程 组 


в + 223 — 23 = 0, 


хз — zs + 2z, = 1. 


解 得 
21 =2 1 0 
ы, Кы kisko 为 任意 实数 。 
Xs 1 0 0 
s=, 0 0 
于 是 
В= (е2 = 2, аз + (kı — 262 +1)@: iG, 0, + kisko 为 任意 实数 。 


类 似 地 ,可 以 求解 下 列 问题 : 
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2 1 2 0 
(1) 证 明 : 向 量 p— | 2 | 是 向 量 组 @ 一 |0|,@; 二 |1|,@s 二 | 2 | 的 线性 组 合 ,并 将 用 
1 1 1 —1 
а ,oz ,0s 线性 表示 。 
À 1 1 4—3 
(2) йн На = |1 |.0= [2А |.а,=|1|.В 2 |. # BAH Il ЖЯ a ,as ,os 
1 1 À —2 


线性 表示 , 求 的 值 。 
、 课 后 习题 选 解 


2 1 0 0 
1. 已 知 向 量 组 р | 中 |+ 路 Hua 线性 表示 。 
—6 3 3 3 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 2。 
解 ” 依 题 意 , 设 存在 数 trx: EH В= 2а, 十 zzas 十 zsas, 即 


sb 


不 难得 到 如 下 线性 方程 组 


Tı =2, 
[e +2x; =2, 
3zi+3z; +3z, =— 6, 


解 得 zi 一 2,zz 1,аз 3。 于 是 ,8 一 20: —а, — 30; 
2 8 —5 4 
2 已 知 向 量 组 (ou ,as) 一 н Е „Bb = N B: 。 证明: (a.m) 5 (B.B) t, 
4 4 一 4 
分 析 证 明 向 量 组 等 价 , 即 证 明 它们 可 以 相互 线性 表示 。 
证 假设 存在 二 阶 方 阵 系 ,了 ,使 得 
(а, а) Х= (В, „В, (B BY = (а ›@)› 
хех-[" 了 人 ч 
Ta Tz Уз Yz 
EER, R E B: X HB 3 + R БЕ ЖЕ: К 
хи@+ха@ =f, 21201 + zr G; = B , 


3138 EE Ca) ,as +B: + B: ) ЖИ 3 % 41 Ж Ж 


2 з —5 4 1 1- =1 1 
0 2 6 4 0 2 6 4 
(gi,@; .В. B) = 2 i i ai di #228 
4 4 —4 4 0 1 —3 2 
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11-11 10 2—1 
өз =3 2 © 1 —3 2 
loo о о[ Joo o of 
00 00 оо о O 


因此 ,有 


АЕ. 
x= o 
—3 2 
® Й.,|Х|=1550,ш X TŽ. RY=X', % B W 4 HEATHER. Н, E H (а.а) 
5 (p. p.) < ft . 证 毕 
3. it PT Ha sAn- An 线性 表示 ,但 不 能 由 о ,az ，… ,Qam-1 线 性 表示 。 解 答 下 列 问题 : 
(1) а, TE Ha ,as ,…,Gn 1, 记 线性 表示 ,说 明理 由 ; 
(2) an 可 和 否 由 Ciyaz，…,an-1 线 性 表示 ,说 明理 由 。 
分 析 利用 向 量 的 线性 表示 的 定义 求解 。 
解 由 于 向 量 甩 可 由 Ciyaz，…，,on-iyom 线性 表示 , 则 存在 不 全 为 零 的 ,ks，… skn- skn EE 
=b a +k, +" + km-i On- БЕ, o 
неж,ВЖ ila, ani ЖЖ, 如 天 0。 于 是 


下 
全 kn 


所 以 有 : 

(1) an 可 由 al 02，… An BR ERR: 

(2) a, 不 可 由 Ci 0s，…,Qm-1 线 性 表示 ,否则 由 线性 表示 的 传递 性 ,了 能 由 Qi ,0 ，…,Qm-1 线 性 表示 ,与 
有 不 能 由 aiyas,…，,an-i 线 性 表示 矛盾 。 


@4;2 向 量 组 的 线性 相关 性 


一 、 知 识 要 点 


定义 4.7 对 于 给 定 的 m ERA а, ,as ,…,a, ,如 果 存 在 不 全 为 零 的 数 kioskos Б, 
使 得 kia 十 aas 十 … 十 和 ov 一 0, 则 称 向 量 组 w ,ws ,…,@, 线性 相关 ,否则 称 为 线性 无 关 。 

在 三 维 空间 中 ,对 于 两 个 给 定 的 三 维 向 量 w ,ws ,它们 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 不 为 零 的 数 &, 使 得 а, = ка: , 即 a ,os 共 线 ;三 个 三 维 向 量 wm ,ws ,ws 线性 相关 的 充分 必要 
条 件 是 : 存在 不 全 为 零 的 数 о оз ,使 得 kia 16а k:a, =0. B a ,os ,os 共 面 。 不 失 


Rita o MA a= (— а, +è — fe ш. 


定理 4.3 一 个 mm 维 向 量 组 @i aa, NSD REKE E ЕЕ. 向 量 组 
中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 л—1 个 向 量 线性 表示 o 

定理 4.4 设 m 维 的 向 量 组 @i ,a;,…,@, 线性 无 关 , 而 向 量 组 @ a ean . В 线性 相 
Ж.В ВЕН а, ,a;,…,@, 线性 表示 , 且 表 示 式 是 唯一 的 。 

定理 4.5 下 列 3 个 命题 是 等 价 的 : 


an a ам 


а a22 азм 


(1) m 维 的 列 向 量 组 a, = x ре). ey =)". 线性 相关 ; 


ат Am2 ат 


4.2 向 量 组 的 线性 相关 性 Ç 


(2) 存在 不 全 零 的 数 zi ,za，…,zw 使 得 zial Hra HHan = 0; 


az1 十 aizzz 十 … 十 az 一 0， 


ал21 4222 T гаљ, T 


(3) 线性 方程 组 HERM. 


алых Fam £ ++ Бах, =0 

类 似 地 , 列 向 量 组 w ,as ,…',a。 线性 无 关 的 等 价 命题 如 下 : 

(1) 列 向 量 组 a ,az ,…,a 线性 无 关 ; 

(2) 当 且 仅 当 数 zi ,zs，… ,zx 全 为 零 时 , 才 有 等 式 zol 十 zacz 十 … 十 za 一 0 成 立 ; 

(3) 对 应 的 线性 方程 组 只 有 零 解 。 

对 于 一 个 给 定 的 向 量 组 ,向 量 组 中 的 向 量 要 么 线性 相关 ,要 么 线性 无 关 , 只 可 能 存在 其 
中 一 种 关系 。 由 本 节 定 义 4.6 和 定理 4. 5 不 难 验 证 以 下 结论 : 

(1) 只 有 一 个 向 量 e 构成 的 向 量 组 , 若 a 去 0, 则 线性 无 关 ; 若 ga 二 0, 则 线性 相关 。 

(2) 由 两 个 向 量 a,B 构 成 的 向 量 组 ,向 量 组 线性 相关 的 充 要 条 件 是 : 它们 的 对 应 分 量 成 
比例 。 

G) 含有 零 向 量 的 向 量 组 必 线性 相关 。 

(4) n+ 1 个 交 维 向 量 一 定 线性 相关 。 

(5) 向 量 组 和 其 部 分 组 的 关系 如 下 : 

设 w ,os ,…,a, 是 向 量 组 а.а, а, (п) ЕНЕН. ЖШ ЯТ 


部 分 向 量 组 线性 相关 A 整体 向 量 组 线性 相关 。 


整体 向量 组 线性 无 关 A 部 分 向 量 组 线性 无 关 。 


(6) 延伸 向 量 组 和 缩短 向 量 组 的 关系 : 
对 于 定理 4. 5 中 给 出 的 m 维 列 向 量 组 Qi заг. =" а, ,及 向 量 组 


an а аһ 

a a21 ` аз? Е аһ 

&=| . |: @=| . |. +з. G=] |. 1<г<т. 
ал ав ам 


G... 称 为 向 量 组 ,0 ,…,o 的 缩短 向 量 组 ; 称 向 量 组 w ,ws ,…',o， 为 向 量 组 Ci ， 
@2 "77.0, 的 延伸 向 量 组 。 
缩短 向 量 组 和 延伸 向 量 组 的 关系 如 下 : 


延伸 向 量 组 线性 相关 、 缩短 向 量 组 线性 相关 。 


+ 


缩短 向 量 组 线性 无 关 、 延伸 向 量 组 线性 无 关 。 


注意 ,缩短 向 量 组 和 延伸 向 量 组 的 形式 是 多 样 的 , 即 向 量 缩 短 或 延伸 的 分 量 位 置 不 是 固 
定 的 。 

定理 4.6 给 定 两 个 向 量 组 (I 了): waz,…:c, MLC H): В.В. В, # E HA ( RE 
由 向 量 组 (I › ФЕ. HA s<. Шар ЕН ( | EREA. 
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定理 4.6 说明: 两 个 给 定 的 向 量 组 , 若 元 素 个 数 多 的 向 量 组 能 用 个 数 少 的 线性 表示 , 则 
个 数 多 的 向 量 组 一 定 线性 相关 。 或 表述 为 : 以 少 表 多 ,多 者 线性 相关 。 

推论 1 FRH p -poop 能 由 向 量 组 Qi ,6s,…,@; 线性 表示 , 且 向 量 组 В.В. 
B, 线性 无 关 , 则 =, 

推论 2 ЖАША оа." а, ЯП НН B.B... B. 等 价 ( 即 可 以 相互 线性 表示 ), 且 
都 是 线性 无 关 的 , 则 :一 ~。 换 名 话说 , 若 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 是 等 价 的 , 则 它们 所 含 向 量 
的 个 数 一 定 相同 。 


二 、 疑难 解析 


1. 如 何 理 解 向 量 组 的 线性 相关 和 线性 无 关 ? 

答 由 定义 4.7 知 ,向 量 组 @,@s，…,@, 线性 相关 是 指 : 只 要 找到 一 组 不 全 为 零 的 数 
ki Ra skn s (EIH ol 十 zcs 十 … 十 Rs 一 0 成 立即 可 :向量 组 w ,as ,…,a, 线性 无 关 是 指 : 
АЯГА, А, ЛАЗ ka 十 aas 十 … 十 so 一 0 恒 成 立 。 例 如 ,对 于 
01 (oe AE k =k: =0 时 ,虽然 有 已 on 十 lzcz 一 0 成立, 但 不 能 由 此 推出 向 量 ол, 
а, 线性 无 关 。 囊 实 上 , 取 2,6 1 时 ,有 Qi 十 ko@s =0 也 成 立 , 所 以 w ,os 线性 相关 。 


再 例如 ,对 于 a, -( =- ВЕЕ h =b =0 MAH Һа, tka, =0 成 立 ,由 此 推出 


向 量 w ,ws 线性 无 关 。 
2. 向 量 组 的 线性 相关 性 与 线性 方程 组 的 解 有 什么 关系 ? 


aij 
答 ka= к 二 1,2,… sn) J п т 维 列 向 量 , 由 这 些 向 量 组 成 的 矩阵 为 


а 
Ах, = (G ,0 ,0,) 。 
令 向 量 组 的 线性 组 合 形式 为 ria 十 zaas 十 … 十 zi 一 0, 其 中 zyzs,…yzw 为 待定 的 
数 。 与 之 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 A,x,x 二 0。 向 量 组 的 线性 组 合 形式 和 齐 次 线性 方程 组 
的 矩阵 形式 有 如 下 的 对 应 关系 : 


列 向 量 组 中 向 量 的 维 数 > 列 向 量 组 中 向 量 的 个 数 л 
1 1 
对 应 系数 矩阵 的 行 数 m 对 应 系数 矩阵 的 列 数 n 
1 T 
XI ER PEJT BEZH P 27 B 09 4° 3 m 对 应 线性 方程 组 中 未 知 数 的 个 数 п 


根据 向 量 组 的 3 种 情况 (对 应 线性 方程 组 的 解 的 3 种 情况 ) 和 定理 4. 5 得 到 如 下 3 种 判 
别 方法 : 

(1) zz 二 2。 用 初等 行 变换 将 Auxs* 化 为 行 阶梯 形 , 就 可 以 知道 对 应 的 线性 方程 组 有 非 零 
解 的 充分 必要 条 件 是 : RCA nxn) <n E i а E H R EHK) ;线性 方程 组 只 有 和 零 解 的 充分 必 
要 条 件 是 : R(4,x,) 二 n( 此 时 向 量 组 线性 无 关 )。 

(2) т<п, HH R(Awx) 三 m 二 n, 此 时 对 应 的 线性 方程 组 一 定 有 非 零 解 ,因此 向 量 组 
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一 定 线性 相关 。 这 表明 , 若 向 量 组 中 向 量 的 个 数 大 于 向 量 的 维 数 , 则 该 向 量 组 一 定 线性 相 
关 。 换 名 话说 ,mn 十 1 n 维 向 量 必 线 性 相关 。 

(3) m 二 n。 由 克 莱 姆 法 则 可 知 , 若 行列 式 | (@i,@;,…,@,)| 二 0, 则 对 应 的 线性 方程 组 有 
非 零 解 ,因此 向 量 组 一 定 线性 相关 ; 若 行 列 式 | (oa ,as ,…,@,)| 关 0, 则 对 应 的 线性 方程 组 只 
有 和 零 解 ,因此 向 量 组 一 定 线性 无 关 。 

3. 判断 下 列 说 法 是 否 正 确 , 并 说 明理 由 : 

d) 若 向 量 组 w ,ws ,ws 中 任意 两 个 向 量 都 线性 无 关 , 则 向 量 组 w ,oz ,os 一 定 线性 
Xx; 

(2) 含有 零 向 量 的 向 量 组 一 定 线性 相关 ; 

G) 若 向 量 组 w ,wz ,… а, 线性 无 关 , 向 量 x+: 不 能 由 向 量 组 w ,as ,…',a, 线性 表示 ， 
则 向 量 组 @ ,os ,……o ,as+i 线 性 无 关 。 

0 


答 (1) 错误 。 例 如 ,给 定向 量 组 a, (0) ао (0) ,它们 任意 两 个 向 量 都 


性 无 关 , 但 显然 有 2a 十 wz 一 ws 一 0, 即 向 量 组 a ,as ,as 线性 相关 。 

(2) 正确 。 利 用 向 量 组 的 线性 相关 的 定义 即 可 验证 。 

G) 正确 。 用 反 证 法 。 假 设 向 量 组 a ,as ,… а, :cii 线 性 相关 ,由 于 a ,as , a, 线性 
无 关 , 根 据 定理 4.4,@,+1 可 以 由 向 量 组 w ,as ,…，,a 线性 表示 ,与 已 知 矛盾 。 因 此 ,向 量 组 
оп 0277 ,Qn ,on+1 线 性 无 关 。 


三 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 
例 4.3 判别 下 列 各 向 量 组 的 线性 相关 人 性: 


1 2 0 1 2 0 1 
(la =|0|.a,=|]1|.a,=|2 |; (2) а 0 |,a; 1 | ,as 2 |, 1 1 
2 0 1 2 0 1 0 
2 0 1 
2 一 1 1 
4 1 2 
2 0 
(3) ш, а; а; ; (4) a = |1,0: = |0 |.0;= |1 |. 
0 一 5 1 
1 1 0 
4 3 1 
0 1 1 


分 析 根据 向 量 组 的 特点 ,可 以 选用 不 同方 法 判别 。(1) 利用 行列 式 判 别 ; (2) 利用 
2 十 1 个 n 维 向 量 必 线性 相关 判别 ;(3) 利用 矩阵 的 秩 判 别 ; (4) 利用 向 量 组 和 延伸 向 量 组 
的 关系 判别 。 


L 2 0 
Ж (1) 由 于 |0 1 2|=9#0. EHEH a ,as ,as 构成 的 矩阵 的 行列 式 不 等 于 零 R 
201 


据 定理 4.5, 向 量 组 w ,az ,as 线性 无 关 。 
(2) 易 见 ,向 量 的 个 数 大 于 向 量 的 维 数 ,所 以 向 量 组 w ,ws ,as ,ws 必 线 性 相关 。 
G) 以 @i(i 二 1,2,3) 为 列 构成 矩阵 A, 对 A 作 初 等 行 变 换 , 有 
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= 1 1 2 0 1 2 0 1 š 0 
k= 1 2 ji 2 =1 1 |o. —5 ы Же 
0 —5 1 0 —5 1 0 一 5 1 0 0 0 
4 3 1 4 3 1 0 5 —1 0 0 0 
显然 , 秩 RC4A) 一 2 一 3, 根 据 定理 4.5, 向 量 组 a ,ws ,as 线性 相关 。 
1 0 1 
(4) а= |1 |, = |1 1.0 一 |0|。 易 见 ,向 量 组 w ,as ,as 为 向 量 组 @,.@;.@; 的 延伸 
0 1 1 
1 0 1 
向 量 组 。 由 于 |1 1 0 =2Z0,FB]ht#H @ ,is ,6s 构成 的 矩阵 的 行列 式 不 等 于 零 , 向 量 组 
0 1 1 


如 ,02 ,0s 线性 无 关 。 根 据 向 量 组 和 延伸 向 量 组 的 关系 , 即 若 向 量 组 @ ,Gi ,Gs 线性 无 关 , 则 
它 的 延伸 向 量 组 a ,as ,ws 也 线性 无 关 。 
类 似 地 ,可 以 讨论 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 : 


1 2 2 
1 2 0 
a) 1 1 1 (2) 1 1 ° 
= |. G, = 03 一 Н а, = а= 03 = 
0 1 2 
3 4 2 
4 6 1 
1 一 2 2 
1 1 一 2 1 
2 1 3 
(3) 1 Бы КГ, 0 1 0 
Q | G; |. G; ш, В @ = 02 一 703 一 
2 3 一 3 
1 1 1 
3 3 2 
0 0 1 


例 4.4 讨论 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 : 

(1) а —9,9: 93,03 — 9; (2) а, ta: „а, +a; a; +a); 

(3) а, 十 os 十 os ,0 — 2а; — Q; ,@, —2@, — За; ,ol + 3a, — 203. 

分 析 (2) 和 (3) 可 根据 定理 4.6 及 其 推论 判别 。(1) 显 然 它们 的 和 等 于 零 , 即 该 向 量 组 
线性 相关 ; (2) 向 量 组 中 向 量 的 个 数 为 3 , 若 能 够 验证 两 个 向 量 组 可 以 相互 线性 表示 , 则 两 个 
向 量 组 等 价 , 即 它们 有 相同 的 线性 相关 性 ; (3) 利 用 向 量 组 的 线性 相关 性 与 线性 方程 组 的 解 
的 关系 判别 。 

解 (1) ЯМ, (а а) (а 一 os) 十 (as 一 ai ) 一 0, 所 以 向 量 组 w 一 as ,os 一 gs ，as 一 
a 线性 相关 。 

(2) 法 一 ”根据 矩阵 的 乘法 法 则 ,有 


1 0 1 
(а, 十 oa ,oz 十 oa ,os 十 ol) 一 (ol oz os)|1 1 0|。 
011 


由 于 三 2 隆 0, 所 以 向 量 组 w .а ,as 也 可 以 由 а, Ta, ,as 十 aa ,as +a, 线性 表 


о = 
= = ° 
=° 
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示 。 从 而 向 量 组 a ,os ,os 5 a 十 os ,oz 十 os :os 十 oa 等 价 。 根据 定理 4.6 的 推论 2, 两 个 向 
量 组 有 相同 的 线性 相关 性 , 即 若 w ,az ,as 线性 无 关 , 则 a +a ,as 十 os ,os 十 on 线性 无 关 ; 若 
ol ,oz ,os 线性 相关 , 则 о, +a: ,az 十 os ,as 1-а. 线性 相关 , 
法 二 ” 设 存在 数 ki ,As 6..9 А, Са 1-а) -Ь, Са Баз) +, Саз а) =0. 
(kı dh )ai 十 ( 十 Ra )а + (h, 十 Rs)as 一 0。 


kı +k, =0, 
O 若 向 量 组 wm aa; 线性 无 关 , 则 tasasi 二 0, 易 见 , 系 数 行列 式 不 等 
k, +k, =0, 


TE ,Br РДЕ }Е Jy EHARA ЖИ 二 ks 二 ks 二 0。 这 说 明 , 只 有 当 & =k =k, = 0 时 ， 
k Са, Баз) +k: (G, Баз) + k; (a; Ga) =0 才能 成 立 , 因 此 ,ai 十 as ,as 十 as ,as 十 ai 线性 
无 关 。 

© 若 向 量 组 w ,as ,as 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 2 ,ls ,2 使 得 La 十 las 十 las 一 0 


kı +k =, 
成 立 。 令 1 十 k。 一 2 容易 验证 ,该 线性 方程 组 的 系数 行列 式 不 为 零 , 因 此 有 唯一 解 , 即 
k, Tk =l, 


һ= 0+6), 
b=T+Chih+l), 
kE hk+). 
因为 0 ,2 ,03 不 全 为 零 , 所 以 ,ks ,ks 不 全 为 零 ( 否 则 , 必 有 二 1 二 4s 二 0, 予 盾 ), 即 向 量 组 
а, 十 os ,os 十 os ,0 十 Qi 线性 相关 。 
G) 法 一 ”由 于 向 量 组 w 十 wz 十 cs ,ai — 20: —a a, — 2a: — 30.0, +30: — 20; 有 4 个 
向 量 ,而 向 量 组 w ,az ,ws 只 有 3 个 向 量 ,根据 定理 4.6, 以 少 表 多 ,多 者 线性 相关 ,所 以 可 以 
直接 判定 向 量 组 w 十 os 十 os ,w 一 2a: 一 as ,Qi 一 2@; 一 3Q@3 ,Qi 十 3@s 一 2@s 线性 相关 。 
法 二 设 存 在 数 ,ks ska ska ,使 得 
kı (a, +a: +a; ) +k: (о — 20, — аз) +k; (о — 20, — Заз) Hk, (а, +30: – 203) =0 
成 立 , 即 


(Ri Hkz +k, +k а, 1-0, — 26 — 2k; 3k. )@G, + (à —Ё›—3Ё;—2Ё,)@; 一 0。 
易 见 ,线性 方程 组 
kı+ kz 十 b+ k=0, 
kı —2kz—2k; +3k, =0, 
В kh — 3k, —2k,=0 
必 有 非 零 解 (方程 个 数 小 于 未 知 量 的 个 数 ) 。 因 此 ,存在 不 全 为 零 的 数 ,ks ,ks ,ks ,使 得 
k (a, +a: +a; ) +k: (а, —2@, — a; ) +k; (а; — 20: —3as) +k, (а, + 3@,—2@,)=0 
成 立 , 即 向 量 组 a +a: +a a, — 20, 一 as a, — 20, — Заз ,ol +30: — 20; 线性 相关 。 
类 似 地 ,可 以 判定 如 下 向 量 组 的 线性 相关 性 : 


(DB а. ,应 a а; .В. G, G аз; 
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(2) =a,d4 


Fa: ,及 一 Cs +0; ,太一 Cs 十 ae 及 一 0 十 0; 


(3) В =a, 1 


Һа, —а; .В, =a, 14а, +20; P: =Q, — о, +30; Pı =a, 1-20, +50; , 


题 型 2 证 明 向 量 组 的 线性 相关 性 

例 4.5 设 向 量 组 el ,os ,as 满足 名 ti 十 kt 十 ks@s 一 0, 其 中 ks 隆 0, 证 明 ; 向 量 组 
о, oz 与 oo ,03 等 价 。 

分 析 证 明 两 个 向 量 组 等 价 , 只 需 证 明 它 们 可 以 相互 线性 表示 。 

证 ”由 已 知 条 件 ,ki@i 十 kz@s 十 ks@s =0 H. kik: #0, п 


所 以 а.а, 可 由 


所 以 wz ,as 可 由 


k k 

«| pe pot 1.0 +0 •а;, 
oz ,Qs 线性 表示 。 又 因为 
k k 

а: © „®'® 0+а|+1+@. 


a a: 线性 表示 。 于 是 ,向 量 组 ol ,as 与 os ,os 等 价 。 


#14.6 „о ,as ,…',a, 线性 无 关 。 令 


В. = ana + ara: tt + ana,» 


В. = але + axG@; 十 … +ayG@,, 


В, AmA F anA + * T аһ, o 


证 明 : 向 量 组 房 ,应 ,…, 及 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 


ап а Ain 


Qa а ** An 


йа ae *“ Am 


证 毕 


分 析 首先 写 出 向 量 组 房 „В "е В, 的 线性 组 合 形式 ,然后 由 已 知 条 件 写 出 向 量 组 a ， 
2, = 50, 的 线性 组 合 形式 ,最 后 根据 向 量 组 w ,as ,…,@, 的 线性 无 关 条 件 将 问题 转化 为 齐 
次 线性 方程 组 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 。 

证 假设 存在 数 & skaotet okn ,使 得 


由 已 知 可 得 


В. +.В. + + „В„=0. 


(kian + зал + + kaa m )@ + (bar + Ёза»» + * + kna n) 


45 4 (оь А заь han)0 = 0, 


由 于 向 量 组 w ,ws ,…',o 线性 无 关 , 所 以 有 


kian ад 十 … 十 Ra 一 0， 
Каз аљ ++ +k,a n =0, 


krain Thea, +" Еа =0. 


EE. Br Б... В, 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 此 齐 次 线性 方程 组 只 有 和 零 解 , 即 此 线 
性 方程 组 的 系数 行列 式 满足 


4.2 向 量 组 的 线性 相关 性 Ў 


ап ар а 
ал а аз y 

ў э; 证 毕 
аа ар ам 


#yJ 4.7 л... 是 互 不 相同 的 数 ,r 三 n。 证 明 : а, = : (i 二 1,2,…,r) 是 线性 


| 
无 关 的 。 
分 析 ”将 问题 转化 为 线性 方程 组 的 解 的 存在 性 问题 ,然后 利用 范 德 蒙 德行 列 式 的 结论 
判断 线性 方程 组 的 解 。 
证 设 存 在 数 色 ,ks,…,k,, 使 得 如 @i 十 ko@z 十 … 十 ka, 二 0。 由 已 知 条 件 可 得 如 下 的 齐 
次 线性 方程 组 
b+ kitet ,二 0， 
hb + tk 十 … 十 tk,=0, 


mh ka HeH k, 0. 
(1) л=п 时 ,线性 方程 组 中 的 未 知 量 个 数 与 方程 个 数 相 同 , 且 系 数 行列 式 为 一 个 范 德 
蒙 德行 列 式 , 即 


p p Б 
t g = |= [G io, 
. . . i<j 


ы sss ы 
所 以 线性 方程 组 只 有 唯一 的 零 解 , 即 向 量 组 cl ,as ,…,a, 线性 无 关 。 
(2) 4 r<n 时 , 令 


ti t t, 


һ=| # |=| #2 |o B| £ 


1 rr 一 了 r 一 1 


tf" t; Е 
ШЇ СТЕ ВЯ пу Ж. т hr H В, „В. "В, 是 线性 无 关 的 。 而 @ ао." а, 3 В, ,PB;，…,p, ЗЕ 
伸 向 量 组 ,所 以 w ,0 ,…,@, 也 线性 无 关 。 证 毕 


类 似 地 ,可 以 证 明 下 列 问题 : 

(1) 证 明 : 2 维 单位 向 量 组 sl ,sz ,…:,s, 是 线性 无 关 的 。 

(2) 设 向 量 组 a ,as ,as ,as 线性 相关 ,向 量 组 wz ,as ,at ,as 线性 无 关 。 证 明 : 向 量 w 能 
由 向 量 组 ws ,as ,ws 线性 表示 ;向 量 ws 不 能 由 向 量 组 a .а ,as ,ws 线性 表示 。 

(3) É п ЁН a, ,as ,… а, (п HARO REK., H В, =a +a: p =а +a, Bs 
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аз ta, B= F0 o 证 明 : 向 量 组 В. -B2 ,Bs.*….B, 线性 无 关 。 
(4) 设 向 量 组 a ,az ,…,@。 RETK. E В, 可 由 它们 线性 表示 ,向 量 p 不 能 由 它们 
线性 表示 ,证 明 : 向 量 组 w ,as ,… ,an A (B. В) 为 非 零 常数 ) 线 性 无 关 。 


四 、 课 后 习题 选 解 


1 0 一 下 
š, ЕЕ 站 -| ненка. 
3 —5 2 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 3。 


解 法 一 由 于 
£ ' 次 =з 2 ө =Ñ 
— 2 0|=|0 2 -21 =o, 
ж = 2 осе S 


所 以 向 量 组 gl ,as ,as 线性 相关 。 
法 二 用 初等 行 变 换 将 矩阵 约 化 为 行 阶 梯形 矩阵 ,有 


1 @ = 1 @ =Y t Q = 
(mi az ,as ) 一 | 一 2 2 0 | 一 | 0 а а СЕ К 
8 — 2 0 =—5 5 0 0 0 


易 见 ,矩阵 的 秩 为 2, 所 以 向 量 组 @ ,as ,as 线性 相关 。 
2. ИЯНЕҢ, TA ## а ,as ,as 线性 无 关 : 


2 x 3 1 0 一 2 
(1) wi 王 | 1 |,a: 王 | 3 |,а; = 2 (2)m=| 一 2 |,a: 王 | 1 |,а = 8 |. 
3 2 =j 4 2 £ 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4.3. 


解 (1) 不 难 求 得 
2 = 3 
L s 2|=7zx—35。 
8 2 =1 
由 于 向 量 组 @ ,gs ,Cs 线性 无 关 , 所 以 |@ ,as ,аз |520, Ж 275, 
(2) 不 难 求 得 
1 0 一 2 
— 1 3|==+10, 
4 2 £ 


由 于 向 量 组 @ ,gs ,gs 线性 无 关 , 所 以 |@ ,as ,as | 天 0, 解 得 z 天 一 10。 

3. Ж B. =3a, +2a; P =a; 一 as , 房 一 4as — 50: , 且 向 量 组 a ,az ,as 线性 无 关 。 证 明 : 向 量 组 Б.Б. 
也 线性 无 关 。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 4。 

解 由 已 知 可 得 


3 0 —5 
<В, .B..B.)— (а, sa as)| 2 1 1 
ЮГ === 4 


4.2 向 量 组 的 线性 相关 性 G 


容易 求 得 
з 0 =5 
2 1 0|=22=0, 
0—1 4 


所 以 向 量 组 gl ,az ,as АТИН Б.Б. 线性 表示 。 由 于 向 量 组 gl ,as ,as 8 Ë X, U 6 E р, pb 
线性 无 关 。 证 毕 

4. 判断 下 列 说 法 的 正确 性 ,并 说 明理 由 : 

(1) 若 向 量 组 gl ,az ,an 线性 相关 , 则 а, 可 由 asa 线性 表示 ; 

(2) 设 向 量 组 wi ,as ,…，a。 线性 相关 ,向 量 组 房 .B... B. 亦 线性 相关 , 则 a +p ,as +p a, +B. 线 
性 相关 。 


1 0 0 
解 (1) 错误 。 例 如 ,向 量 组 ЕЕЕ а 不 能 由 a, ,as 线性 表示 。 
0 0 0 


0 0 0 0 
线性 相关 ,但 是 向 量 组 a +p a, +B 线性 无 关 。 
5. 讨论 下 面向 量 组 的 线性 相关 性 : 


1 3 =1ї 一 多 
(2) 错误 。 例 如 ,on |+ B | Р | ЕЕ 


1 2 3 4 
0 1 b+4 5 
а il а, = al а; з | а= a—2l° 
1 1 1 =: 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 3。 
解 不 难 求 得 ,向 量 组 对 应 的 矩阵 及 行 阶 梯形 矩阵 为 
1 2 3 4 1 2 3 4 
0 1 b+4 5 ri—r |0 1 +4 5 
(Coal ,oa 503,01) = 
1 2 3 a—2|r—n |0 0 0 &= 6 
\ | 1 _3 @ 一 出 –2 -5 
1 2 3 4 1.2 3 4 
r+ |0 1 b+4 5 |== |0 1 b+4 5 
оо 0 a-6 o 0 b+2 о | 
0 0 0 十 2 0 0 0 0 a— 6 


所 以 , 当 a 天 6,0 天 一 2 时 ,ai ,as G, G, 线性 无 关 ; 当 a=6 或 0 一 一 2 时 ,ai ,os ,Ga G, 线性 相关 。 
6. 设 


ж Лаба 线性 相关 , 求 上 的 值 。 
分 析 KAREPE Лата 线性 相关 ,只 需 对 于 分 量 成 比例 即 可 ,然后 确定 上 的 值 。 


解 容易 求 得 
12 =2\{ t 
= 1 ез} 
зо 4\1 3t 十 4 
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由 已 知 ,Aa ба 线性 相关 , 即 有 


解 得 :一 一 1。 


1. # В =a, h =a +a,,--,B, =a, +a: + +a, А а, ,0;，…,@, 线性 无 关 , 证 明 : 向 量 组 Б, 
В.В. 也 线性 无 关 。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 6 。 
证 假设 存在 数 koko k. ,使 得 
k b. +++ Е6,=0. 
# В. =a ,В. =a 十 oa ,及 一 ci 十 as 十 … 十 or 代入 上 式 , 得 
Cki +k: + +k, Ja + (k +k + o +k a: +++ ka, = 0, 
由 已 知 ,@ ,gs，…，Gr 线性 无 关 , 故 必 有 
ki +k. + +k, =0, 
k,+--+k,=0, 


k,=0, 

易 见 ,该 线性 方程 组 只 有 零 解 , 即 k =k =. =k,=0,k AEA p... B. 线性 无 关 。 证 毕 

2. WEH: жайа popp, ih hE a aa, R k F, AEA ppop 线性 无 关 ， 
M| s 宇 r。 

分 析 根据 定理 4.6, 用 反 证 法 证 明 。 

证 假设 s<<r, 由 定理 4.6 知 ,向 量 组 房 , 房 ,…', 有 线性 相关 ,与 已 知 矛盾 。 所 以 必 有 sr 证 毕 

3. 证 明 : 若 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 是 等 价 的 , 则 它们 所 含 向 量 的 个 数 一 定 相同 。 

分 析 利用 上 题 的 结论 证 明 。 

证 设 有 两 个 向 量 组 @ ,os ，…,@, 和 P,P,，,…,PB,。 若 两 个 向 量 组 等 价 , 则 它们 可 以 相互 线性 表示 , 且 
由 于 它们 线性 无 关 , 则 必 有 s>r 和 sr 同时 成 立 , 因 此 s=r, 证 毕 


4,3 向量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 


一 、 知 识 要 点 
1. 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 
定义 4.8 设 有 向 量 组 T( 可 以 由 有 限 多 个 向 量 组 成 ,也 可 以 由 无 限 多 个 向 量 组 成 ) 。 
(1) WÈ 了 的 一 个 部 分 向 量 组 a ,az ,…,@, 线性 无 关 ; 
(2) 在 了 工 的 其 余 向 量 中 任 取 一 个 向 量 记 (如 果 有 的 话 ), 由 十 1 个 向 量 a,,a,. a, .B 
组 成 的 部 分 向 量 组 都 线性 相关 ， 
则 称 部 分 组 mw ,wz ,…','a: B: T 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 ,简称 极 大 无 关 组 。 
特别 地 , 若 向 量 组 a ,ws ,…:,a 是 线性 无 关 的 , 则 它 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 是 它 本 身 。 
由 定理 4.4 知 ,定义 4.7 中 的 条 件 (2) 亦 可 叙述 为 : 工 中 任 一 向 量 可 由 a ,as ,…:,a, R 
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性 表示 。 极 大 无 关 组 具有 如 下 性 质 : 


性 质 1 一 个 向 量 组 与 它 的 任 一 极 大 无 关 组 等 价 。 

性 质 2 一 个 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 等 价 。 

性 质 3 一 个 向 量 组 的 所 有 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 都 相同 。 

定义 4.9 向量 组 全 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 个 数 称 为 了 的 秩 , 记 作 ЕСТ). 

规定 只 含 零 向 量 的 向 量 组 的 秩 等 于 零 。 

向 量 组 与 其 秩 的 关系 有 如 下 性 质 : 

性 质 1 对 于 两 个 给 定 的 向 量 组 ( 工 ) 和 向 量 组 ( 工 ) ,如果 向 量 组 (了) 可 以 由 向 量 组 (了) 
线性 表示 , 则 向 量 组 ( 工 ) 的 秩 不 大 于 向 量 组 (本) 的 秩 , 即 КОТОКО). 

性 质 2 等 价 的 向 量 组 有 相等 的 秩 。 

定理 4.7 HRH ol ,as ,…',aw 线性 无 关 ( 线 性 相关 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 

R(aGi,G@;,- san) = тт) „ 

这 就 是 说 ,可 以 通过 求 一 个 向 量 组 的 秩 来 判定 该 向 量 组 的 线性 相关 性 。 

2. 向 量 组 的 秩 与 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 

定理 4.8 对 和 矩阵 实施 的 初等 行 变换 不 改变 矩阵 的 列 向 量 组 的 线性 相关 性 ,也 不 改变 其 
线性 组 合 关系 。 即 初等 变换 是 同 关系 变换 。 

定理 4.9 ЖИА 的 秩 等 于 A 的 列 向 量 组 的 秩 。 

由 于 КА) = КАТ), ТЕ A 的 秩 等 于 A 的 行 向 量 组 的 秩 。 因 此 

矩阵 A ПК = Е А 列 向 量 组 的 秩 = 和 矩阵 A 行 向 量 组 的 秩 。 

推论 БА ут Хп ЖЕ. КСА) =. Д: 

(1) 4 r=m 时 ,A ПОТТА ht H РЕЗЕ 26504 r<m 时 ,A 的 行 向 量 组 线性 相关 ; 

(2) M r=n 时 ,A 的 列 向 量 组 线性 无 关 ; 当 rn 时 ,A 的 列 向 量 组 线性 相关 。 

“3. 向 量 空间 

定义 4.10 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 非 空 的 n 维 向 量 集合 。 如 果 V 中 的 向 量 对 于 线性 
运算 封闭 ( 即 对 任意 a,BEV, 都 有 a 十 B,ka EV, 其 中 kEP), 则 称 V 是 数 域 P 上 的 向 量 
空间 。 

根据 定义 4.9,n 维 实 向 量 全 体 构 成 数 域 P 上 的 向 量 空间 , 记 为 R*"。 如 不 做 特殊 说 明 ， 
本 书 中 所 涉及 的 向 量 空 间 均 指 的 是 R" 。 

定义 4.11 向 量 空间 及 "中 的 一 个 极 大 无 关 组 gl а.а, 称 为 R" 的 一 个 基底 ,n 称 为 
向 量 空 间 R" 的 维 数 。 

注意 ,向 量 空间 R" 的 基底 不 是 唯一 的 。 由 定义 4.10 知 ,R" 中 的 任 一 向 量 @ 均 可 由 基底 
а.а. ,0, 线性 表示 , 即 


ASTA 2:9: + ° T z,G, > 
其 中 zi ао ео, 称 为 向 量 a 在 基底 wi ,az ,…:,au 下 的 坐标 。 
Ва, 0," а, 是 R" 的 一 个 基底 ,a 是 R" 中 的 任 一 个 向 量 , 且 满 足 
а= 1101 12202 HEE = yt F yG, T у.а, + 
则 
(zi —yi)G T (z; – у) +. Сх, – у,)а, = 0. 
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因此 ,zi 一 wz 一 yz 一 yw* 即 同一 向 量 在 同一 组 基底 下 的 坐标 是 唯一 的 。 


设 zz ,ze Жут уо yn 分别 是 向 量 w 在 基底 xl ,az ,…,x, В, „Во. "В, И 


坐标 ,首先 将 a ,oz ,… а, H Bi B... B. 线性 表示 
«=аһ+алЬ-+-+алВ„, 


а: аг В. а В 1" агр, . 


ou 一 an 有 Ta, B. Ба,„В, + 


即 
an а аһ 
ал аљ "° аз 
(ах...) = (В, „В... В,) 
йа qa, аһ 
= 
an а аһ 
аз а аз 
Р= 


аа ав се a, 
Ж: P PKJ AEJK Ва В ое В, 到 基底 a ,as ое са, MINE, AR PIO, 


а= 10. 2202 1" х,а, = у Bi Hybe + Yaba . 


矩阵 形式 为 
Tı У 
79 
а= (аз ,а,,,а,) 1 |= Bbb |. 
Tn Уп 
于 是 
Tı y Tı yı 
P T2 = Ч ЕЯ T2 =p Vy 
хь Уп Tn Уһ 


此 式 即 为 向 量 а 在 不 同 基底 下 的 坐标 之 间 的 关系 。 
=. 疑难 解析 


1. 向 量 组 的 极 大 无 关 组 与 向 量 组 有 何 关 系 ? 极 大 无 关 组 是 否 唯 一 ? 
答 ”由 极 大 无 关 组 的 定义 可 知 ,向 量 组 的 极 大 无 关 组 与 该 向 量 组 等 价 。 


如 果 一 个 向 量 组 线性 无 关 , 其 极 大 无 关 组 就 是 其 本 身 ,此 时 极 大 无 关 组 是 唯一 的 。 如 果 
一 个 不 含 零 向 量 的 向 量 组 线性 相关 , 则 它 的 极 大 无 关 组 不 唯一 . 例如 ,向 量 组 а= (== 


(1) а. (7) ано з.е, ‚а, 是 它 的 一 个 极 大 无 关 组 ,ai ,0s 也 是 一 个 极 大 无 关 组 。 
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虽然 极 大 无 关 组 不 唯一 ,但 极 大 无 关 组 中 的 向 量 的 个 数 是 唯一 的 。 

2. 向 量 组 的 秩 与 矩阵 的 秩 有 何 关系 ? 如 何 利 用 和 矩阵 的 初等 变换 求 向 量 组 的 秩 、 极 大 无 
关 组 ?如 何 利用 极 大 无 关 组 将 向 量 组 中 的 其 余 向 量 线性 表示 ? 

答 ” 由 定理 4.8 和 定理 4.9 知 

矩阵 A ЙК РЕ А 列 向 量 组 的 秩 = 和 矩阵 А 行 向 量 组 的 秩 。 

利用 对 和 矩阵 的 初等 变换 可 以 确定 一 个 向 量 组 的 线性 相关 性 及 线性 组 合 关系 。 具 体 做 法 
ШЕ: 

以 w ,0s，,… о, 作为 矩阵 A 的 列 向 量 ,对 A 进行 初等 行 变 换 化 为 行 阶梯 形 , 即 

А = (а, ,os ,on) 一 一 ~ 行 阶 梯形 矩阵 。 

根据 阶梯 形 和 矩阵 ,可 以 : 

(1) 求 出 4 的 列 向 量 组 wi ,as ，…,@ 的 秩 ; 

(2) 确定 向 量 组 的 线性 相关 性 ; 

(3) 找 出 向 量 组 的 极 大 无 关 组 ; 

(4) 若 列 向 量 组 线性 相关 ,可 对 A 的 阶梯 形 继续 作 初 等 行 变换 化 为 行 最 简 形 ,确定 其 余 


答 (1) 错误 。 例 如 ,向 量 组 @ 一 :03s 一 | 0 |А В, = 


b= 


0 
0 
1 


1 
1 
1 


(2) 错误 。 例 如 ,向 量 组 a, 线性 相关 , 易 见 ,向 量 组 


3 "0 


向 量 用 极 大 无 关 组 线性 表示 的 表示 式 。 
(1) 车 向 量 组 (了) 能 由 向 量 组 ( 卫 ) 线 性 表示 , 则 向 量 组 ( 了) 能 由 向 量 组 (了 ) 线 性 表示 。 
(2) 若 向 量 组 w ,os ,…,an 的 部 分 组 gl ,G2，…,@,(r 二 m) 线 性 无 关 , 则 @ ,0s，,…,@, 为 
1 0 1 
0 0 2 
АН Б.Б 可 以 由 向 量 组 a за: ,ws 线性 表示 ,但 是 向 量 组 w ,ws ,ws 却 无 法 用 向 量 组 А. 
В. 线性 表示 。 
1 
中 1 
0 0 
三 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 求 向 量 组 的 秩 、 极 大 无 关 组 及 线性 表示 


3. 下 列 说 法 是 否 正确 ,说 明理 由 : 
HRH a ,cz ,… ,an 的 一 个 极 大 无 关 组 。 
0 2 
“| | 
0 0 1 1 1 
0 
a ,os 线性 无 关 , 但 它 并 不 是 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 。 
例 4.8 求 下 列 向 量 组 的 秩 ` 极 大 无 关 组 及 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 的 线性 表示 : 


1 2 3 Г, 
2 一 1 一 2 s 
(1) а 4 а; А а; 4 @, 5 Н 
一 1 3 5 —2 
2 3 =} 2 1 
(2) a А в; 1 :Qs = Л и :Qs 本 
4 5 <= 6 =j 
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йй “H UJ E ИО EJE zÇ ,并 利用 初等 行 变 换 将 其 约 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 ,可 以 求 出 
向 量 组 的 秩 ;然后 根据 阶梯 形状 找 出 一 个 极 大 无 关 组 , 即 在 每 个 阶梯 上 取 一 列 为 代表 , 则 所 
得 的 向 量 组 为 原 向 量 组 一 个 极 大 无 关 组 ;最 后 将 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 。 

解 (1) 向 量 组 对 应 的 矩阵 及 行 最 简 形 和 矩阵 为 


а; 02 ГА а, 
« а а а 

| ikai = 

L Ж 8 jy мї -2-2 j 5 5 
жей SS S= т. ж вр 

4 3 4 5| |o — —8 1 5 5 

一 з 5—2) б 5 8 -1 9 0 0 

0 0 

Ж, Ка. ,az ,as ,01) = 2.0, ,as 为 一 个 极 大 无 关 组 ,并且 
CA E = Се, 1. 


5 5 5 5 
(2) In] ht #H ХЛИ Е É f T hz i JÉ Е у 


2 | 2 1 1 t =l 2 ==] 1 

1 =g T —1 0 1 | =g 3 0 

4 5 一 3 6 =ї[ to 1 L =$ 3 0 0 0 0 0 
一 3 一 4 2 一 4 0 0 =} =1 2 =9 0 


0 0 0 0 0 
因此 ,RC@ ,as ,as ,ol ,as ) 一 2,ai ,0 为 一 个 极 大 无 关 组 ,并且 
Cs 一 一 20: 十 os ， а, =40; —20:, Q; 4a, +30: 。 

评注 (1) 在 求 列 向 量 组 的 秩 时 ,可 以 先 将 其 转化 为 对 应 的 矩阵 ,然后 利用 初等 行 变换 
将 其 约 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 ,进而 根据 定理 4. 8 求 得 向 量 组 的 秩 。 

(2) 在 求 列 向 量 组 的 线性 组 合 关系 时 ,事实 上 是 利用 了 非 齐 次 线性 方程 组 的 同 解 思想 ， 
就 是 将 列 向 量 组 构成 的 矩阵 视 为 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 ,然后 对 增 广 矩阵 实施 初等 
行 变换 ,将 其 约 化 为 行 最 简 形 ;最 后 根据 最 简 形 的 特征 确定 线性 组 合 的 形式 。 如 在 本 例 中 ， 
Ж: A 经 过 一 系列 的 初等 行 变换 约 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 B ,它们 的 秩 都 是 2, 其 中 前 两 列 可 视 
为 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 ,后 面 几 个 列 向 量 对 应 的 分 量 可 分 别 视 为 这 些 列 向 量 对 应 的 线 


性 组 合 的 系数 。 
例 4.9 设 有 向 量 组 
1 7 2 5 2 
=8 0 1 —1 1 
а. = =j ， Q= —7 а; 一 0 ‚зщ == —3 ， 05 一 —2|° 
0 3 1 2 1 


4.3 апавахаелканнианв O 
(1) 求 向 量 组 的 秩 ; 


(2) 求 此 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 分 别 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 。 
分 析 求解 步骤 类 似 于 例 4. 8。 
解 Ца ,as ,as ,0 ,0 为 列 构成 一 个 矩阵 ,然后 对 其 实施 初等 行 变换 ,具体 过 程 如 下 : 


2 5 2 17 2 2 
= 0 k: =} 1 0 21 7 14 7 
=й =7 0 Е 2 0 
0 š 1 2 1 0 3 1 1 

(1) 显然 4 的 秩 为 3, 即 向 量 组 w ,as ,os G, ,as 的 秩 为 3。 

(2) 为 了 选取 极 大 无 关 组 ,注意 到 ,向 量 组 的 秩 为 3, 在 每 一 阶梯 中 选取 一 个 对 应 向 量 ， 
如 选取 a ,as ,as , 即 为 向 量 组 w ,as ,as ,as ,as 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 

进一步 地 ,将 A 化 为 行 最 简 形 ,过 程 如 下 : 


2 1 
| 
| 

ow i ol o о-1 1% 
0о о о о о) (о о о о о) |9 91 1 1 9 
ооо 0 0 


2 1 1 1 
а= 01 0. +103. as =— 01 -y0 0a; o 


评注 (1) 为 了 同时 求 得 向 量 组 的 秩 、 极 大 无 关 组 及 把 其 余 向 量 用 极 大 无 关 组 线性 表 
示 , 需 限定 只 能 实施 初等 行 变换 。 进 一 步 地 , 当 把 阶梯 形 约 化 为 行 最 简 形 时 ,还 可 直接 得 到 
其 余 向 量 由 极 大 无 关 组 的 线性 表示 式 。 若 仅仅 为 了 求 秩 , 则 既 可 实施 初等 行 变换 ,又 可 实施 
初等 列 变换 。 
(2) 由 于 向 量 组 有 5 个 向 量 , 根 据 行 阶梯 形 和 矩阵 ,向 量 组 的 极 大 无 关 组 不 唯一 ,如 а. 
аз а, ,oly04 :05 也 是 向 量 组 的 极 大 无 关 组 。 
(3) 注意 到 ,在 将 4 约 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 的 过 程 中 ,第 2.5 列 是 属于 同一 阶梯 的 ,不 能 
认为 第 3.4.5 列 属于 同一 阶梯 , 即 
а G; 0: 04 05 
I 09 52 
А-2 013 1 2 1 
о 03110 
JZ h a ,as ,as 也 为 极 大 线性 无 关 组 的 错误 结论 。 事 实 上 ,ol ,az ,as 线性 相关 。 这 里 
的 关键 是 阶梯 线 上 的 分 量 不 能 为 零 , 为 了 避免 类 似 的 错误 ,也 可 考虑 交换 两 列 ( 仅 限于 交换 
列 ) ,交换 第 3 列 和 第 5 列 ( 注 意 此 时 向 量 ws ,as 交换 了 位 置 ) ,有 
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а с а5 а. 03 


再 在 每 一 阶梯 中 选取 一 个 向 量 构成 极 大 无 关 组 ,就 不 会 出 现 错误 。 

(4) 当选 取 a ,as ,as 作为 一 个 极 大 无 关 组 时 , 便 得 到 о, ,as 可 用 a ,os ,as 线性 表示 的 
关系 式 , 其 依据 是 : 初等 行 变 换 不 改变 列 向 量 之 间 的 线性 关系 。 当 选取 其 他 向 量 组 作为 极 
大 无 关 组 时 ,读者 可 以 尝试 给 出 它们 的 表示 形式 。 

类 似 地 , 求 下 列 向 量 组 的 秩 、 极 大 无 关 组 及 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 的 线性 表示 : 


—2 
2 1 2 
2 100 = 
(la =|1|,a,=]1],a,=] 0 (2), =] ,Qs йб ©; Я р 
5 3 4 
4 4 —8 
1 2 —2 1 —1 
Si 2 3 0 一 1 2 
а .а; а, @ Q: o 
1 3 2 5 3 —3 4 4 5 2 
5 9 一 7 6 0 
例 4.10 已 知 向 量 组 ( 工 ) 和 向 量 组 (了 ) 分 别 为 
1 3 9 0 a b 
0 6 1 2 1 
(I): а= ,0z 一 | |,а; = (H): p. = =| |,p=| |+ 
aP E r BS = m ia: 
1 1 5 1 5 2 


车 它们 有 相同 的 秩 , 且 B, 可 由 a ,as ,as 线性 表示 , 求 a,b 的 值 。 
分 析 由 已 知 ,可 先 求 出 向 量 组 а.а ,as 的 秩 ; 然 后 将 向 量 组 Б.У. 约 化 为 行 阶梯 
形 和 矩阵 ,再 由 已 知 条 件 建立 线性 方程 组 ,进而 确定 a,b 的 值 。 


f ”不 难 求 得 

з Oy И. эү /1 3 9 

Аааа 2 ° 819 6 —1°|]° = =f 

— 1 —| o 1 20| lo о 0 

11 5) o — —4/ b о 0 

易 见 ,R(4) 二 2。 此 外 

0 ab L 人 

< =: i E 7 0 a b оа 6 0 a b 
B= h= |а í ol lo s allo s il 

15 2 152) W31 boo 


由 已 知 ,两 个 向 量 组 有 相同 的 秩 , 则 有 а = 3b. 
又 因为 可 由 a ,as ,as 线性 表示 , 且 有 


4.3 — Gy 


13 9a 11 55 
EE = 20 62| |20 62 
3 1 —7 1 3 1 —7 1 
11 55 13 9a 
1 5 5 1 1 5 2 
0 一 2 一 4 一 8 @ =$. = 4. =—& 
lo 4 в l| lo о о s-i 
0 2 4 a—5 0 0 0 0 
所 以 a 一 13=0, 从 而 a=13,6 B, 
1 1 1 
类 似 地 ,已 知 向 量 组 @==|2 [0 = |1 |,@s 二 |2 |, 解 答 下 列 问题 ， 
1 0 t 


СТ) £ 为何 值 时 ,向 量 组 @ ,as ,as 线性 相关 ? 
(2) 若 向 量 组 w ,ws ,as 线性 相关 , 求 该 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 
题 型 2 综合 题 
例 4.11 已 知 向 量 组 (CI): aaa; СП): saaa; СШ): а .02 os, os。 如 果 
各 向 量 组 的 秩 分 别 为 RCI)=RCI)= 王 3,R(UE) 一 4, 证 明 : 向 量 组 a ,os ,os ,os 一 oi 的 秩 
为 4。 
分 析 ”本题 需要 综合 运用 向 量 组 的 线性 表示 ,线性 相关 性 及 向 量 组 的 秩 的 相关 结论 证 
明 。 下 面 给 出 三 种 证 法 。 
证 法 一 设 有 数 色 ,ks ,ks,k, 使 得 
kia, + Ка + заз + k, Саз 一 04) = 0. Ф 
ШЖ КОТ) = КОП) =3 可 知 ,向量 组 w ,as ,os 线性 无 关 , 而 w ,az ,as ,as 线性 相关 。 由 
定理 4.4 知 ,存在 数 Ar ,hz ,4s ,使 得 
а, = Аа, Аа + À;G; 。 
将 上 式 代 入 @ ,并 化 简 得 
(Ai А, )@, + (k; А i )@; 十 (Rs — Аз, )аз + kias = 0. 
H ЖШ КОШ) =4 知 ,@i ,as ,as ,as 线性 无 关 , 所 以 必 有 
А АА =0, 
k; АЕ = 0. 
kı Аз 一 0， 
k,=0, 
AMUA А = = =, =0, [ҢҢ а.а;.аз.а5 —a, 线性 无 关 , 即 其 秩 为 4。 
法 二 HAI RC I)=RCOHD)=3 可知, 向 量 组 w ,az ,os 线性 无 关 , 而 a ,oz ,as ,os R 
性 相关 。 由 定理 4.4 知 ,存在 数 Ai Ао ,hs ,使 得 
@,—ÀAÀƏia JAG; 十 Ma0s o 
假设 w ,os ,os ,0 一 Qs 线性 相关 ,由 定理 4.4 知 ,存在 不 全 为 零 的 数 已 , ,ks 使 得 
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а; — Q, = 9, +k,@, kg, 


Bp 


a; = СА, БА )а, T+ СА; +k, )а + СА; Hki )аз 。 
这 表明 向 量 组 w ,as ,os ,as РЕН. RS ROD =4 0. о, ,as G, 0—0, 线性 无 
Ж.Ш @ ,as ,as а; — 0, 的 秩 为 4。 
法 三 由 条 件 RCI)=RCI)=3 可 知 ,向 量 组 w ,as ,os 线性 无 关 , 而 wo ,as ,os ,os R 
性 相关 。 由 定理 4.4 知 ,存在 数 A ,Ms ,hs ,使 得 
a, =À: 十 Mz02 -Азаз 。 
进一步 地 ,通过 和 矩阵 的 初等 列 变换 可 得 
A= (G.G; ,03 ,05 — Q, ) = (Q) 02 ,03 ,05 一 人 101 Аа 一 人 303 )—> (A ,0 ,03 ,05 ) 。 
因 初 等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 故 
Ка, ,as ,as ,as —@,) = R(Q ,as as ,os) = 4, 证 毕 

例 4.12 已 知 n 维 单位 向 量 组 ej ,es,…,e, 可 由 nn 维 向 量 组 ci ,wz ,…',o, 线性 表示 ,证 
BJ; 向 量 组 w ,as ,…,@, 线性 无 关 。 

分 析 证 明 两 个 向 量 组 等 价 , 即 证 明 可 以 相互 线性 表示 。 

证 因为 任何 一 个 维 向 量 都 可 以 由 维 单位 向 量 组 el ,es ,…,e, 线性 表示 , 故 向 量 组 
Qs02，… „0, 可 以 由 向 量 组 ei ,ez,…,e, 线性 表示 。 由 已 知 ,ei не." зе, 可 由 向 量 组 @ ,ws ,…， 
а, 线性 表示 , 即 两 个 向 量 组 可 以 相互 线性 表示 。 这 表明 ,向 量 组 @ seste, 与 m ,os а, 等 
价 , 所 以 RCA ,os stan) = Ке, ,е we) 一 2 即 向 量 组 w ,as ,… ,0 线性 无 关 。 证 毕 

类 似 地 , 设 两 个 向 量 组 w ,as ,… :oa 5 Bi... В, 满足 如 下 关系 : 


В. 一 oa 十 os 十 … 十 on， 


B: = а +a, + Ha, 


= 二 i。 
证 明 : 向 量 组 a ,oz ,…',o, 5 Ba B. B, 具有 相同 的 秩 。 
例 4.13 А.В} т Хп ЖЕ. ПЕВ: R(A 十 B) 三 R(4) 十 R(B)。 
证 易 知 ,矩阵 4 十 下 的 行 向 量 组 可 由 4 的 行 向 量 组 和 B 的 行 向 量 组 线性 表示 。 设 A 
的 行 向 量 组 一 个 极 大 无 关 组 为 wi asna, (КОА) =) „В 的 行 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 为 
pi,B,,… ,PB.(R(B)==t)。 由 于 一 个 向 量 组 与 它 的 极 大 无 关 组 等 价 , 由 传递 性 可 知 ,A 十 B 的 行 
向 量 组 可 由 向 量 组 gl а, за, ,P,P oett „В, 线性 表示 ,所 以 
R(A+B) = (A+ B) WITEK RC oa ,0 ,Bi B... B.) 
< s+t = R(A) +R(B). 证 毕 
例 4.14 А Ут Хп Ж.В 为 ;Xn 和 矩阵 。 证明: 


max{R(A).R(B)} < (2) КСА) КОВ). 
证 РИШ: А.В 的 列 数 相同 , 故 4,B 的 和 向量 有 相同 的 维 数 .年 阵 | orae EREA 


扩充 行 向 量 而 成 ,故人 中 任 一 行 向量 均 可 由 | 人 中 的 和 向量 线 性 表示 , 故 


4.3 — 2 


в) 
同 理 
A 
wa < K j. 
B 
故 有 


max{R(A),R(B)} < r$). 
设 R(A)=r, Ga Go. a EERE A 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ; 设 КОВ) = 2, 5 
р, „В, BEEE B 的 行 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 设 & 是 [全] 中 的 任 一 行 向 量 ， #а 
属于 A MEHRAN а 可 由 aaae a, RIRKA a JAT B 的 行 向 量 组 , 则 它 可 由 
ЖОЮУ А ноне PIETET h aa asa, Bao t 
ERM 
НЕ Raa raas би Bn B) i RA RC 
因此 
max{R(A),R(B)} < R(A) + КОВ). 证 毕 


类 似 地 ,证 明 : ERE 4wx* 与 Bx: 乘 积 的 秩 不 大 于 4。x* 的 秩 和 了 3,x: 的 秩 , 即 
R(AB) < min{R(A),R(B)}. 


四 、 课 后 习题 选 解 


1. 求 下 列 向 量 组 的 秩 , 并 分 别 求 其 一 个 极 大 无 关 组 : 


1 4 1 0 
I 0 0 
2 1 = =з 
Cr He He Ht (2)@= '@= 03 一 03 一 
1 0 = 1 
0 0 3 
0 2 —6 3 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 8。 
解 (1) 向 量 组 对 应 的 矩阵 及 行 阶梯 形 和 矩阵 为 
1 0 0 4 g | 
ra—ni 
1 2 1 [0 2 1j; 
0 0 ] [ оз 
所 以 RC ,as ,as) 一 3, 向 量 组 本 身 为 一 极 大 无 关 组 。 
(2) 向 量 组 对 应 的 矩阵 及 行 阶 梯形 矩阵 为 
1 4 1 0 1 4 £ 0 1 4 1 0 
2 1—1 —3 1 = —2n [0 一 —3 —3|n-—-2 |0 1 5 —1 
1 0 =з =I ^п 0 —4 —4 —1 0 一 生 —4 —1 
02 —6 8 0 2 —6 3 0 a —6 3 
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1 4 1 0 1 4 1 0 
六 十 4rz |O 1 5 =i ел 9 =] 
re—2r |0 0 16 —5 Ы 0 0 16 —5 
0 0 —16 5 оо 0 0 
所 以 RCai ,as ,aa ,ai) 一 3, 向 量 组 gl ,aa a; 为 一 极 大 无 关 组 。 
2. 讨论 向 量 组 
1 i 2 2 
0 2 1 5 
а= |, а=) а=. рар |. 
1 1 0 4 


的 线性 相关 性 。 若 线性 相关 ,分 别 求 出 它们 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 例 4. 8。 
解 向 量 组 对 应 的 矩阵 及 行 最 简 形 矩阵 为 


а а: о; а. а а: о; о, 


二 2 1 1 2 2 tal 2 2 100 1 
02 1 5 0 2 1 5 0 2 1 5 010 3 |. 
2 0 3 —1 М © = a @ °о 1 —1 N 0:10 t g 
110 4 0 0 =2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 


由 于 Ra ,as ,as ,ai ) 一 3, 所 以 a, ,as ,as 为 一 个 极 大 无 关 组 ,并 且 
a, =a, +30: —a; 。 


3. n m k C DEARA DAAA 


КЕСЕ 


若 它们 有 相同 的 秩 , 且 房 可 由 аа ,as 线性 表示 , 求 a,b 的 值 。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4.10, 
解 不 难 求 得 


0 1 1 bb ът —1 
А= (а, ,az ,0s ) 一 | 2 中 1 中 1 | 
$ j 1 @ 1 1 0 0 0 
易 见 ,RC4) 一 2。 此 外 
1.1.2 2 1 2 | R 2 
В= (В, кь), 1 J- 0 о; 1 b | 
0 1 b 0 1 b 0 0 a—2 


由 已 知 ,两 个 向 量 组 有 相同 的 秩 , 则 有 a 二 2。 
H + В 可 由 on ,gs ,aas 线性 表示 , 且 有 


0 1 1 2 120 а 
С= (а, ,а,,а;,В)=|1 2 © ао 1 1 РА 
Г Е 3 7 0 0 0 b—a+2 


要 求 b 一 a 十 2 一 0。 因 此 ,只 有 当 a 一 2,0 一 0 时 ,才能 满足 题 设 要 


” 


1 5 az. 


1 —1 3 一 2 
1 一 3 2 = 

4. 设 向 量 组 о ,02 @; в, | 解答 下 列 问题 : 
8 1 p+2 p 


4.3 w — 2 


4 
1 
(1) p 为何 值 时 ,该 向 量 组 线性 无 关 ? 并 将 向 量 a= б 用 a ,az ,as ,at 线性 表示 ; 


10 
(2) 请 为 何 值 时 ,该 向 量 组 线性 相关 ? 并 在 此 时 求 出 它 的 秩 和 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 10 


解 不 难 求 得 
= 3 —2 4 1—1] 3 =S 4 
А = (а ,az ,as ,G@, ,0) = кй кнр -| ЕЕ 
$ бу. ¿= 10 6 0 € —4 12 2 
з 1 p+2 p 0 0 4 p—7 p+6 一 2 
4 = 3 一 2 4 1 :=1 3 =] 4 
0 2 1 4 3 0 2 1 4 3 
Ай 0 0 =f 0 m i К 0 0 1 0 1 
0 0 p= р-2 — 8 0 0 0 f=2 1- 


下 面 讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 : 

(1) 3 p#2 时 ,向 量 组 @ ,gs ,as ,Qi 线性 无 关 , 此 时 可 进一步 将 和约 化 为 
1000 2 
o a o о 324 
ooro 1 
oa ga P= e 


# oo 二 
(2) 当 p=2 时 ,有 


а о, а а, 
1. =i 3 —2 


Са; а: ,03 s0) > 


所 以 向 量 组 @ ,as ,as a, 线性 相关 , 且 向 量 组 的 秩 等 于 3。 不 难看 出 ,ai ,as ,as (或 gl ,as ,ai ) 为 其 一 个 极 大 
无 关 组 。 

5. ЕИ. 对 于 两 个 给 定 的 向 量 组 ( 工 ) 和 向 量 组 (下 ), 如 果 向 量 组 CI) 可 以 由 向 量 组 ( 开 ) 线 性 表示 , 则 
向 量 组 ( 工 ) 的 秩 不 大 于 向 量 组 ( 开 ) 的 秩 , 即 RCI)< RCI)。 

分 析 根据 两 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 之 间 的 关系 和 定理 4.6, 用 反 证 法 证 明 。 

证 假设 RCI)>R(I), 则 向 量 组 CI) 的 极 大 无 关 组 ( 工 ) 中 向 量 的 个 数 要 多 于 向 量 组 ( 开 ) 的 极 大 无 
关 组 ( 开 ') 中 向 量 的 个 数 。 由 已 知 ,向 量 组 C( 工 ) 可 以 由 向 量 组 ( 开 ) 线 性 表示 , 故 向 量 组 ( 工 ) 可 以 由 向 量 组 
(〈 开 ”7 线性 表示 ,根据 定理 4.6, 向 量 组 ( 工 ) 线 性 相关 ,这 与 它 是 极 大 无 关 向 量 组 矛盾 , 故 RCI)<RCI) 。 


Джа) 


тү {тү ñ 
1. ea 旧作 sm а, ,aa ,as 线性 表示 ,也 可 由 向 量 组 忆 ,p ,P,P 线性 表示 , 则 
0) Xo] U 


@ 


向 量 组 @ ,as ,as 5 В... 等 价 。 


1 1 1 
分 析 只 需 证 明 向 量 组 w ,as ,os f B BBB 都 与 ка| fi) i eens 向 量 组 的 


0 0 1 
1 о 0 
RIl 1 0|=3, 
4 4 


线性 无 关 。 从 而 三 维 向 量 组 w yws ,gs f B BBP 中 的 任 一 向 量 均 可 由 向 


等 价 性 中 的 传递 性 证 明 。 
证 ЮЛ 


у 
“Шей 


1 1 
线性 表示 ,所 以 向 量 组 a) ,az ,os f В... B. ,PB ВНЕ 根据 等 价 性 中 的 传递 性 ,向 量 组 
0 0 1 


1 1 
Jaa 向 量 组 @ ,as ,as 和 BB,p, ,P,P 
0 1 
1 


1 1 
2. szanzaner en ава |- 


а, ,os ,os 5 B BBB 等 价 。 жр 
0 1 


1 1 
中 -je 
1 0 

分 析 根据 公式 реа + xa заз 求解 。 


Ñ HAR rsrsr: 使 得 1 一 ziai 十 zzas 十 zsas。 记 作 B= Ax, Ж 


Tı 
A= (а ,az ,as),x 一 | zz |. 
хз 


由 于 和 矩阵 可逆, 下面 利用 初等 变换 法 求 x=A B. FERA 
Ert (а о а 33 
ain: 0 ,中 -1 一 1 中 | 
1 1 0:0 0 0 —1`—1 


1 
即 -| 十 于 是 В=а 一 az 十 as , 


1 
3. 已 知 4 维 向 量 空间 R' 中 的 两 组 基底 , 即 


1 1 0 0 

2 Б 0 0 
(1): а о | i |" | ; 

0 0 1 3 

1 1 2 1 

0 1 0 0 
(H): p. А „В. o В. 1 В, 2 |° 

0 0 2 3 
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(1) АЖЖ а ,а,,аз,а, 21% B BBP, 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) A3 8 B Bbp 到 基底 a ,az ,as ,a 的 过 渡 和 矩阵 。 

分 析 根据 公式 求 过 渡 和 矩阵 。 

解 (1) £ A= ,а,а,0.).В= (В, .В..В..В.). ЕЖ, ЕНЕР 1 0, .В..В..В.) = 
(а, ,aa ,as ,0,)Р, 8 B=AP, ВЖЕ А * 36,660 PEAB., 

下 面 利 用 初等 行 变换 法 求解 矩阵 方程 ,有 


1 1 0 oti tZ k а 25-7 
2 з ооѓото 2 =} —4 =2 
(А В) = 
оо 2 5001 оо 2 3 
o o 13002 0 —3 —4 
1 000; 3 
o 1 о 0-2 —1 
0010; о 
ооо 1: O 
于 是 
3 2 6 3 
—2 —1 —4 一 ? 
p= š 
о 0 -7 —9 


0 0 3 4 
(2) 依 题 意 , 设 存在 过 渡 和 矩阵 Q 使 得 A 二 BO。 因为 矩阵 B š , fr ИЖ 


0=В А. 
下 面 利用 初等 行 变换 法 求解 矩阵 方程 ,有 
1% SC RER 30. Ó tra irt 0.00 
el o of ото 0923 o o 
0o01 2 5 оо1 зоо 2 5 
0 0 2 1 3 ооо —®10 о —=8% –7 
10 = 6 И 
о 1 3 0 0 
fo o 0 —4 —9 |° 
0 0 б з 7 
于 是 
-1 —2 5 n 
| % © % 
e о оч | 
0 0 3 7 


(24.1 线性 方程 组 的 解 的 结构 


、 知 识 要 点 


$, 


齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 
对 于 ?元 齐 次 线性 方程 组 


人 的 


Ах=0. 
其 中 AS (а) nxn IERTE Ж ЖОШ RE ох 是 待 求 的 n 维 向 量 ,具体 形式 为 
an аш ° аһ Tı 0 
À = qa az "N g= T2 o= 0 
Am ae ° Am $ 0 


线性 方程 组 Ax=0 的 全 部 解 向 量 构成 的 集合 称 为 解 集 , 记 作 S, 即 S= Ix|Ax=0), W. 
然 ,x=0 是 4x=0 的 解 , 称 为 线性 方程 组 Ах=0 的 零 解 。 
H 4.3 节 中 极 大 无 关 组 的 性 质 1 知 , 若 能 求 出 这 个 解 集 的 一 个 极 大 无 关 组 ,就 可 以 得 到 
所 有 解 , 也 就 是 通 解 。 为 此 ,下 面 先 研究 线性 方程 组 Ax=0 的 解 的 结构 。 
关于 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 解 ,容易 验证 如 下 性 质 成 立 。 
性 质 1 若 向 量 G é 是 线性 方程 组 Ax=0 的 解 , 则 & 十 6 也 是 4x=0 的 解 。 
性 质 2 ”对 于 任意 实数 &, 若 向 量 上 是 线性 方程 组 4Ax 一 0 的 解 , 则 £ Шу Ах =0 的 解 。 
由 性 质 1 和 性 质 2 可 知 ,车 &1 ,6,，,…,é&, 为 线性 方程 组 Ax =0 的 解 , 则 线性 组 合 
x = hë +k + + ké, 
也 是 Ax=0 的 解 。 又 若 向 量 组 é ,&,,… ,6, 为 线性 方程 组 Ax 二 0 解 向 量 组 S 的 极 大 线性 无 
关 组 , 则 称 为 线性 方程 组 Ax=0 的 基础 解 系 ,对 应 的 通 解 为 
5 = {мё +, + БАЁ, Ы... ЄВ). 
对 于 宁 元 齐 次 线性 方程 组 4Ax=0, 若 RG4) 王 2, 则 线性 方程 组 只 有 零 解 ; 苦 КСА) = < 
2, 则 线性 方程 组 有 无 穷 多 非 零 解 。 
对 于 元 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0, 设 RC4) 王 "一 72, 求 线性 方程 组 的 通 解 的 步骤 如 下 : 
第 一 步 ” 对 系数 和 矩阵 A 实施 初等 行 变 换 , 最 终 将 其 化 为 如 下 的 行 最 简 形 , 即 


1 0 = 0 bm bin 
0 1 =“ 0 bm % bn 
an арг ау > А Q А 
аһ i 
A= ры je "|> 0 0 £ Жы. 9 Жы 
0 0 0 0 ses. Ü 
Ami Am2 > Am А . . 
0 0 ... 0 0 ... 0 
I5 195 Ax=0 同 解 的 线性 方程 组 
жу =— алы" — bz, + 
ж; =— brr Era — "= — Б, 5 
Er 一 一 nrHZrH — *** — Ваа 


FEP $ ri,z,…,zr 为 主 变量 ,zz 为 由 自由 未 知 量 。 取 自由 未 知 量 rs 
жуы z, 构成 的 向 量 分 别 为 如 下 的 nn 一 r 个 向 量 
Жєн 1 0 0 
х2 0 1 . 0 


EA 0 0 1 
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进而 求 得 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 


— bn — bim = 
— бз — bze = б 
b,, brs 一 0m 
а=| {p &=| "7 к= š 
1 0 
0 1 
0 0 1 


第 四 步 ” 写 出 线性 方程 组 的 通 解 , 即 
к= ё + ё, ЖБ е ki sko s**t skuor 为 任意 实数 ， 
或 写 为 
5 = (bë +2, + e + krbn А... € R), 
2. 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 
对 于 元 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax = b, 

其 中 4 ут Xn EE, b0, 

对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 Ах=0.Ж 58 Ax=b 的 导出 组 。 

关于 非 齐 次 线性 方程 组 Ax=b 的 解 ,具有 下 列 性 质 : 

性 质 1 车 向 量 mp 都 是 线性 方程 组 Ax=b ЙЯ, Д] ар тре 2: Ax=0 的 解 。 

性 质 2 若是 线性 方程 组 Ax =Ь 的 解 ,6 АЕ Ах =0 的 解 , 则 рё 是 Ax =Ь 的 解 。 

定理 4.10 设 非 齐 次 线性 方程 组 Ax=b Afin 是 它 的 一 个 ( 特 ) 解 ,é 为 导出 组 Ax = 
0 的 通 解 , 则 Ax=b П х=" +ë. 

设 КОА) =r, HEH 后 ,后 .为 Ar 一 0 的 基础 解 系 , 则 Ax— b 的 通 解 为 

x= БАЁ +. 4 Е, hi,ks，…,k,, 为 任意 实数 ， 
或 写 为 
x= (T 十 如 十 Ras 十 十 RE | b kk o, € R). 

对 于 元 齐 次 线性 方程 组 Ax =. КОА) = R(A)= r—n.>R üE Jy # H МЭШ fg nt zp BE 
ШЕ: 

第 一 步 ” 对 增 广 矩阵 4 一 (4, 思 实 施 初等 行 变 换 , 最 终 将 其 化 为 如 下 的 行 最 简 形 , 即 


I 0 0 Phan b, б, 
0 1 =e 0 Bb, с Óx ба 
ai аг ax bi > е Е . : : 
1 42 ax b 2 
А= (А,Ь) = i * 0 0 Eo н b, b, | 
о 0 0 0 0 0 
йт аш ` аы b, 2 
D- Ü. s= ` 0 Kk, 0 


第 二 步 。 求 得 与 4x==b 同 解 的 线性 方程 组 为 
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ар 6 Балда 8 ЫЛ 


25 65 б лайы" Бый» 


ee 
ЖЕФ $ zh 一 0,z,+s 一 0,… ,zs 二 0, 求 得 线性 方程 组 Ax=b 的 一 个 特 解 99”。 
第 四 步 ” 求 导出 组 4x 一 0 的 一 个 基础 解 系 i ,6,，… Eno 
第 五 步 ” 写 出 线性 方程 组 的 通 解 , 即 
х=“ +k Hkg H+H knrn bka skn- IERRA, 
或 写 为 
x={n" БАЁ 十 ze 十 … 十 RE lki ,ks skr ER}. 


二 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 求 线性 方程 组 的 通 解 
例 4.15 求 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 和 通 解 : 


XI— хә+2хз—2л,‹=0, 
2zi+ zz 十 3z 一 二 05 
блр ttt; —5z(=0, 
5л — 2z; +-9zs—7zx ,=0, 


解 ”第 一 步 ” 对 系数 矩阵 实施 初等 行 变 换 , 将 其 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 


5. ¿= 
1-12 = лл 1 2 у |109 у т! 
gsp aage s aleg t. al 
t =f = 0 0 0 0 
5 — 9 —J b о о о |00 0 0 


оо о O 
第 二 步 ” 同 解 线性 方程 组 为 


5 
Ti T-yzs 2 =0, 


2 = +r, 三 0。 


3 


ЖЕЖ а 为 自 由 未 知 量 , 令 [ |- (和 [9]: 则 线 性 方 组 的 基础 解 系 为 


T4 


第 四 步 ” 于 是 线性 方程 组 通 解 为 


4.4 线性 方程 组 的 解 的 结构 @ 


са 
Tı Š 1 
T2 1 =] 
х= = 3 |+ ， k1 ,ks 为 任意 实数 。 
23 0 
24 1 
0 
类 似 地 , 求 下 列 线性 方程 组 ， 


ZI 十 2zz 一 3zs 十 zi 一 0， 


ZI 十 zz 一 zs 一 24=0, 
2521—52 +225; +2z,=0, 


(1) 4221 — 5x: +3z; 22; =0, (2) 


4х\— х2 —4хз Б4х, =0, 
7211—72 3х: х,=0; 


бар х Tz y-F5z =0. 


B 4.16 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 和 通 解 : 


Tı 22; T3274 =2, 而 一 ntn n=l, 
ауу талча а= р, o PET 97 mahan 2, 

Ала 7л, — a554, Элу — 2r: +22 +32, =3, 

За 5л: 一 3z4 一 23 21 一 4zs: 十 5z4 一 一 1。 


解 (1) 第 一 步 ” 对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 实施 初等 行 变换 ,将 其 化 为 行 最 简 形 ,具体 
过 程 如 下 : 


1 2 —1 —2 2 1 2-1-2 2 1 2 —1 —2 2 
123 1-10 0-1 3 3 一 4 0 1 —3 —3 4 
Аа z 1 =5 al lo 1 3 3-4 loo o оо 

35 0 —3 2 0—1 3 3 一 4 оо о оо 

10 5 4—6 

0 1 —3 —3 4 

Zlo o 0 0 ol” 

0 0 0 0 0 
第 二 步 ” 易 见 ,R(A) 一 R(4) 二 2 二 4, 线 性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 同 解 线性 方程 组 为 


xı =— 5r; — 4х; — 6, 
la = Заз + 3z, + 4, 
第 三 步 ” 在 同 解 线性 方程 组 中 令 zs = 一 zi 一 0, 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 


= 6 
` 4 
q = ol 
0 
ZI 一 一 5zs 一 47z4， 


第 四 步 线性 方程 组 的 导出 组 为 4 rasei 为 自由 未 知 量 ,分 别 取 


La = 3x3 H34 o 


(2) 0) (О) зезнав вае 
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一 5 一 4 
3 3 
& = 1 & = 0 ° 
0 1 
第 五 步 ” 线 性 方程 组 的 通 解 为 
Tı — 6 — 5 — 4 
4 3 3 
x= |” |= tef Ад 为 任意 实数 。 
T3 0 1 0 
24 0 0 1 


(2) 对 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 实施 初等 行 变 换 , 将 其 约 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 
її = и ® “їс їс= g =i i 
_ |2 -1 -1 4 2| o 1-7 6 o| lo 
a -2 2 3 3 o 1— 6 o| lo o o о 2 
1 б = © =) 0 r =2 6 =o W 
易 见 ,R(4) 隆 R(4), 所 以 该 线性 方程 组 无 解 。 


类 似 地 ,求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 
—2z2—zs+2z4 =l, 
Zi 十 2zs —2z; + z,=0, Е аг чыке 
21-22: +z — За = 4, 
(1) 1 zi 十 zz 一 3zs 一 2z 一 4， (2) 
3zi—2z: —zs + Z4 一 6， 


Зл a Еа I ===1s 
Ах\ 一 2z4 一 10。 


一 2 二 -关机 -两 三 一 25 
ZX1 一 2zz 十 zs 一 M， A? 求 出 它 的 


Xi 二 zz 一 2zs 一 12 


例 4.17 当 4 取 何 值 时 ,使 得 线性 方程 组 


通 解 。 
分 析 根据 定理 4. 10 求解 。 首 先是 利用 初等 行 变 换 将 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 化 为 行 
阶梯 形 ;然后 讨论 A 取 不 同 值 时 解 的 存在 性 ;在 有 解 的 情形 下 ,将 增 广 矩阵 约 化 为 行 最 简 形 ， 
进而 求 出 线性 方程 组 的 通 解 。 
解 ” 利 用 初等 行 变换 将 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 
2 1 1-2 1 1-2 x 
1-2 1 A] í —> 114 
1 1-2 А — i 1-2 


1 1 —2 А 1 1 —2 гы 
т = т э +т 
= =} з А-А — 


эт 0—3 3 和 一 和 
0 з 一 3 一 2 十 222 0 0 0 一 2 十 人 十 妨 
注意 到 , 当 一 2 十 1 十 12 一 0, 即 一 1 或 和 2 时 ,有 R(C4)=R(C4A) 王 2, 此 时 线性 方程 组 
有 解 。 特 别 地 : 


(1) 当 ) 王 1 时 ,有 


A= 


Б. 1 
3 0:10 
0 0 0 


Ë 三 Xs 十 1， 


同 解 线性 方程 组 为 


22—13 


取 zs 一 0, 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 


Tı = Хз, 


线性 方程 组 的 导出 组 为 人 
解 系 为 


22 = 13 


于 是 , 当 4=1 时 ,线性 方程 组 的 通 解 为 
Xl 


x= zs |= 


0 1 


T3 


(2) 当 ) 王 一 2 时 ,有 


同 解 线性 方程 组 为 


1 一 Z3 一 2， 
26 


取 xs =0 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 


2 
1° = |2]. 
0 
线性 方程 组 导出 组 为 人 S 
RAH 


Т 


于 是 , 当 4 二 一 2 时 ,线性 方程 组 的 通 解 为 


0 
1 
0 
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=. f 
= ° 
0 0 


S zs 为 自由 未 知 量 , 取 zs 一 1, 则 导出 组 的 一 个 基础 


1 1 
|| | k 为 任意 实数 。 


S zs 为 自由 未 知 量 , 取 zs 二 1, 则 导出 组 的 一 个 基础 


三 |2 +k 1], *ЖЕЖЖЖ. 


Tı 
x= |x; 2 
Xs 0 1 


类 似 地 , 问 À 取 何 值 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
2T1 十 Azzs 一 zs=1, 
f 21 x,=2, 
Axı 5x: — 5z; =—1 
(1) 有 唯一 解 ? (2) 无 解 ? (3) 有 无 穷 多 解 , 并 求 通 解 。 
题 型 2 综合 题 
例 4.18 ”对 于 一 个 4 元 非 齐 次 线性 方程 组 , 设 其 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 mh оре ° h 是 
它 的 3 个 解 向 量 , 且 


3 


© о o = 


求 该 线性 方程 组 的 通 解 。 
分 析 利用 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 性 质 求 出 通 解 。 
解 ” 设 线性 方程 组 为 Ax 二 b。 依 题 意 ,A =b. AN —b.An 二 b。 不 难 验 证 ， 


1 L. l q 
ajg m+n] Ат: Ат =b, 


MEH EKREN RA Ax—b 的 一 个 特 解 。 


由 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 性 质 1 知 
1 
твт) | 
2 —3 
2 
为 其 导出 组 Ах=0 的 非 零 解 。 因 为 RCOA)=3, Br, Ах=0 的 基础 解 系 只 含 一 个 向 量 , 故 


тоъ тА 0 的 基础 解 系 。 由 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 2 知 ,线性 方程 组 
Ax=b 的 通 解 为 


3 
1 4 =f eM 
хет [т — m+n) ] 9 “为 任意 实数 。 
2 2 


类 似 地 ,对 于 一 个 4 元 非 齐 次 线性 方程 组 , 设 对 应 的 系数 矩阵 的 秩 为 33m ,fh ,ms 是 其 
三 个 解 向 量 ,并 且 满 足 
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о но н 


求 该 线性 方程 组 的 通 解 。 
例 4.19 PE mono n 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =Ь 的 :个 解 ,ki ,Ra o k, 为 任意 实 
数 , 且 满 足 包 十 ks 十 … 十 k, 二 1, 证 明 : х= m Tk 1 E. 也 是 Ах =Ь 的 解 。 
分 析 ”直接 代入 验证 即 可 。 
证 HT mon. n EEF KREN EH Ах =b 的 ;个 解 ,所 以 有 
Ах = A(kıqı + Бтр ++ +k) = ki (Ani) + k: (An: + ++ + k, CAN, ) 
= bib + bb + + kb = (kı +h + А,Ь ki +k: + +k, = 1) 
=. B. 
所 以 х= Ат Hkn Hetk, 也 是 Ах = 的 解 。 证 毕 
例 4.20 设 修 是 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 的 一 个 解 ,向 量 组 后 ,6,,… E Н 
组 Ax=0 的 一 个 基础 解 系 。 证 明 : 
СТ) 解 向 量 组 9" ,61,6:，… ,6,-, 线 性 无 关 ; 
(2) ЖАЖА т". ' 6 nm +n" HE REER. 
分 析 利用 ( 非 ) 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 和 性 质 及 向 量 组 线性 无 关 的 判定 条 件 
证 明 。 
证 由 已 知 可 得 


Aë =0 (i=1,2,°…,n—r), Am =b, 
(1) 用 反 证 法 。 假 设 向 量 组 9" é ,6 线性 相关 , 则 必 存 在 不 全 为 零 的 数 h G= 
1,2,…,n 一 7) ,使 得 
kn’ ыё +H А, 8,0. 
一 方面 ,在 上 式 两 边 左 乘 和 矩阵 A, 由 于 和 ,6,，…,6,-, 是 其 导出 组 Ax =0 的 一 个 基础 解 
系 ,所 以 有 КА" 一 0。 由 于 Ат" 一 0 天 0, 所 以 人 一 0。 然 而 , 若 一 0, 由 于 后, 后， 线性 
无 关 , 又 推出 必 有 ;二 0 二 1,2,…,n 一 7) ,与 假设 9 é 6.56 REMAT SA. AE, 
HRH тр"... ,&,_, 必 线性 无 关 。 
(2) 要 证 向 量 组 9 on Hg oon 十 ,线性 无 关 , 当 上 且 仅 当 ;二 0(i 二 1,2,…,n 一 7)， 
k=0 时 ,等 式 
m` +b бр +E) +k,- (р 十 6,_,) 二 0 
成 立 。 将 上 式 变 形 ,可 得 
съ + +k,- DN" Th 十 … 十 本 一 0。 
由 届 ) 可 知 ,* ,61,… ,6,-, 线 性 无 关 , 所 以 有 
十 十 … 十 ,二 0,ki 二 0(i 二 1,2,… sn 一 7)， 
也 就 是 说 ,只 有 当 ==0(i 二 1,2,…,n 一 7),k==0 时 , 才 有 等 式 Hk n Ё) + 
k (N Hé) 二 0 成 立 ,这 表明 ,向 量 组 on HE on L REER. 证 毕 
类 似 地 ,可 以 证 明 下 列 问 题 : 


(1) 设 mmtm р, n 元 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 的 nn 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 
向 量 , 系 数 和 矩阵 A 的 秩 为 :证 明 : зр n е тро U ора C Th 是 导出 组 Ax 二 0 的 一 组 基础 
解 系 。 

(2) 设 交 元 非 齐 次 线性 方程 组 4Ax 一 的 系数 矩阵 的 秩 为 ,太一 :是 它 的 7 一 
7 十 1 个 线性 无 关 的 解 , 试 证 它 的 任 一 解 ар 可 表示 为 

N=ki M Rn 二 HEP ki +k: +e Е, 1. 

例 4.21 ЖА Æ n MEEN), A" f A 的 伴随 矩阵, 证明: 

n, R(A)=n, 
Е(А*)=+{1, R(A)=n-—1, 
0, R(Ay)y<zx—1, 

证 由 44"* 王 |4| 五 ,可 知 : 

(1) 车 R(4) 二 n, 则 |A| 隆 0, 显然 有 RA )=n, 

(2) 若 R(4)==n 一 1, 则 |A|==0。 于 是 有 AA* ==0, 即 À 的 每 一 列 向 量 都 是 齐 次 方程 组 
Ax=0 的 解 向 量 。 由 于 R(4) 王 2 一 1, 故 线性 方程 组 Ах=0 基础 解 系 中 含有 7 一 R(4) 一 7 一 
(一 1) 一 1 个 向 量 , 所 以 RA" )<1, 

男 一 方面 ,由 于 КОА) =п 1. ДА 中 至 少 有 一 个 2 一 1 阶 子 式 不 等 于 零 , 即 A 中 至 少 
有 一 个 元 素 不 等 于 零 , 所 以 КОА‘ ) 宇 1, 由 此 得 RC A )=1。 

(3) # КОА) <п—1, ДА 的 所 有 nn 一 1 阶 子 式 全 为 零 , 即 A" ==0, 所 以 КСА") =0, 


证 毕 
ioo OÓ 1010 
—1 2 0 0 1.10. 2 9 
例 4.22 已 知 4 一 0 В| о з о o REA В 和 BA“ 的 秩 , 其 中 
21.10 17.0 02 01 
A` ЖЖ РЕ A 的 伴随 矩阵 。 
分 析 “利用 矩阵 与 其 伴随 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 求解 。 
解 ”不 难 求 得 
1 0 0 0 i ооо io о o 
_|[—1 200 0 0 0 0 отоо 
a= iao ото ol ооз о! 
о1о 0010 0 0 0 0 
1010 1010 ї ооо 
102 0 оот1о отоо 
B= озо o "ото 01" о о 1 0l 
0 2 0 1 0-10: 01 00 0 1 


所 以 矩阵 A 的 秩 为 3。 由 例 4.21 的 结论 知 ,A 的 秩 为 1。 易 见 , 和 矩阵 下 的 秩 为 4, 即 满 秩 矩 
阵 , 由 定理 3.7 知 , 它 可 以 表示 成 若干 初等 矩阵 的 乘积 ,因此 矩阵 A"B ЯП BA 可 以 认为 是 矩 
阵 4 "分别 右 乘 和 左 乘 了 若干 初等 矩阵 , 故 由 定理 3. 8 知 

R(A* B) = R(BA') = R(A*) = 1, 


4.4 线性 方程 组 的 解 的 结构 @ 
三 、 课 后 习题 选 解 


m 
1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 和 通 解 : 
ху+2х;+2х,+ z(=0, 
(1) z; T2zyT+3z;, tirn +5z, =0; (2) |2х\+ х„—2х,—2х,=0, 
ді z+—4z;—3z(=0, 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4.15. 
解 (1) 将 线性 方程 变形 为 zi 一 一 2z* 一 3zs 一 4zt 一 5zs 。 基 础 解 系 为 


2 3 4 5 
1 0 0 0 
&=| 0j, &= 1], = о, &=| 0j. 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
令 до =k; z =kz s£, =k; sxs =, Й| % P 3 # b 8 $£ 3 
z 一 2 一 3 一 4 一 5 
= 1 0 0 0 
x=|z |==] 0|+ь| 1 +k] 0|+k| 0]; А.А, 为 任意 实数 。 
zl 0 0 1 0 
25 0 0 0 1 
(2) 对 系数 矩阵 实施 初等 行 变 换 , 将 其 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 
k # @. 3 和 Е: 
А | 1 —2 :| | 3 一 6 | 一 
п-п C 1⁄3); 3 
1 —1 —4 —3 0 一 3 一 6 一 4 E 8 
, 1 0 —2 - 
т—2т 
от 2 + ° 
оо о O 
同 解 的 线性 方程 组 为 
m — 2 5 0, Zi 一 2zs 十 5, 
即 
十 2zs 十 和 zi 一 0， z, = —2xs; ze 


1 22 


5 
з 1 23 | 3 
+= Aa area an|? )-() )-[ 2). | 。 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 
= —2) | 二 4 
3 


| 
© 
= o wje wj 
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于 是 线性 方程 组 的 通 解 为 
5 
21 3 
22 =: 4 
х= | | ` hal- s], һ.ьзж®к. 
T3 
= 0 9 
1 
2. 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 
Zi 十 ze —zs+ 2z 一 3， 
(1) zi 十 2zz 十 3zs 一 1; (2) | 221 +22 = Ml 
— 221 —2х;+10х,=4,„ 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4.16. 
解 (1) 将 线性 方程 改写 为 zi 一 一 2zs 一 3zs 十 1, 取 zz 一 所 ,zs 一 如 ,所 以 通 解 为 


РА 1 —2 一 3 
Ë Е || | Ai ,As 为 任意 实数 。 
= 0 0 1 


(2) 利用 初等 行 变换 将 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 化 为 行 最 简 形 ,具体 过 程 如 下 : 


11-1 2 3 1 1-1 2 3 10 1 —5 
A= 21 0 —3 1|>|o -1 2 -7 — |o 1 — 7 
— 0 —2 10 4 0 2 — 14 10 0 0 


0 0 
易 见 ,R(4) 一 R(4A) 一 2<<4, 线 性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 同 解 的 线性 方程 组 为 
21—23 152—2, 
| =, +5; 
在 同 解 线性 方程 组 中 令 za 一 zi 一 0, 得 到 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 
一 2 


= ° 
线性 方程 组 的 导出 组 为 
ху=—хлу+5л‹, 
[s= =G, . 


3 1 
取 zs, z, 为 自 由 未 知 量 , 分 别 信人 )- (由 ] 和 人 saswaeyzeansana 
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=j 5 
_| 2 = 
š ИШ: ol 
0 1 
于 是 方程 组 的 通 解 为 
= =: 一 1 Š 
22 5 2 =? 
x= = +h +k ， kok 为 任意 实数 。 

лз 0 1 0 


ЕЯ 0 0 


4.4 线性 方程 组 的 解 的 结构 4% 


ху+2х‹ =3, 


azrt 2 +23 =4, 
421 +722 zs 一 10， 
(1) | а+ в аз =3, ‹2) 
Zz:— ху=Ь, 


Zi 十 30zz +z; =9; 
2zl 十 3zz 十 azs 一 4。 

žab 取 何 值 时 ,线性 方程 组 (1) 有 唯一 解 ? (2) 无 解 ? (3) 有 无 穷 多 解 ? 在 线性 方程 组 有 解 的 情况 下 , 求 
出 唯一 解 或 通 解 。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 4. 17。 

解 D 线性 方程 组 系数 矩阵 的 行列 式 为 
a 1 1 
T yi 
1 3b 1 
下 面 讨论 当 参 数 a,b 取 不 同 值 时 ,线性 方程 组 解 的 情况 。 
Ф š aZ1 HbO 时 ,线性 方程 组 有 唯一 解 ,由 克 莱 姆 法 则 不 难 求 得 


_3—-4 _3 _ 4b—3 
amaa bbl—a)"® 


© 3 b=0 时 , 原 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 人 A 为 


а 1 1 4 a 11 4 
А=|1 0 1 3|=>|1 0 1 3 
1019 ооо б 


显然 ,此 时 的 线性 方程 组 无 解 , 且 与 a 的 取 值 无 关 。 
@ 3 bZ0,a=1 时 ,对 原 线 性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 实施 初等 行 变换 可 得 


1 21-4 1 1 1 4 їз 34 
А=|1 b 1 3|+—+|° 5—1 0 —1[—|0 5—1 0 一 1 
1 3 1 9 0 3—1 0 5 б 2 о 8 


易 见 , 当 0 天 立时 ,R(CA) 一 2<R(A) 一 3, 线 性 方程 组 无 解 。 


3. 给 定 如 下 的 线性 方程 组 


lal= =2b(1—a), 


з= n, ИЖИ нй 


í 十 zs 一 0， 


ITz 一 4。 


21 0 =g 
х= |2 | | & 为 任意 实数 。 
23 0 1 


(2) 对 增 广 和 矩阵 施 以 初等 行 变换 ,有 


令 x 二 ,得 其 通 解 为 


їз 06 3 1 2 0 3 1 2 0 3 
_ |47 1 [а-а |0 —1 1 —2 |=+= |0 —1 1 一 
A= — — 
01 —1 .5|[|=-—-2z o 1—1 &|з-т |o о о 5—2 
23 а 4 0—1 а 一 2 о 0 а—1 0 
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1 2 0 3 
nern |0 —1 1 一 
о 0a-l о [| 


о 0 0 5—2 
下 面 讨 论 当 参数 a,b 取 不 同 值 时 ,线性 方程 组 解 的 情况 。 

O 当 0 天 2 时 ,R(A) 二 R(A), 线 性 方程 组 无 解 。 

© #ь=2 Н а%+1 时 ,R(G4A) 一 R(A) 一 3, 线 性 方程 组 有 唯一 解 。 此 时 


2 0 3 100 一 1 
= 0 一 1 1 一 2 0 1 0 2 
A= Ба ° 
0 0 а—1 0 001 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


因此 ,线性 方程 组 的 唯一 解 为 


© ш 0=2 Н а=1 时 ,R(G4) 一 R(4A) 一 2, 线 性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 此 时 


1 2 0 3 1 0 2 = 
= FO = с=з °з —1 2 
A= 一 $ 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
同 解 的 线性 方程 组 为 
Zi 十 2zs 一 一 1， 
|с. 


取 zs 一 0, 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 为 
= 
т -| 中 
0 


十 2zs 一 0， 


导出 组 为 


xz 一 Z3 一 0。 


令 zs 为 自由 未 知 量 , 令 zs 一 1, 导 出 组 的 一 个 基础 解 系 为 


于 是 线性 方程 组 的 通 解 为 
а —1 一 2 
-| | | 上 为 任意 实数 。 
2 0 1 
1 1 
saa 2 266 
3 3 6 


分 析 利用 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 求解 。 
解 it В= (а.а, ,as), 其 中 必 (i 一 1,2,3) 为 列 向 量 。 不 难 发 现 


44 线性 方程 组 的 解 的 结构 & 


АВ=0=А‹(а, ,aas ,a;)=0—Aa,=0 (i=1,2,3)=a,,a,,a;, 为 Ax=0 的 解 。 
因此 ,问题 便 转 化 为 求解 如 下 线性 方程 组 


1 1 2)/í= 
2 2 4||z |=0. 
3 3 6/\2; 


容易 求 得 , 同 解 的 线性 方程 组 为 zl 二 一 zs 一 273。 此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 


=j 一 2 
НЕ) 
0 1 
故 原 线性 方程 组 的 通 解 为 


Tı =] —2 
54 || | kirk: 为 任意 实数 。 
хз 0 1 


一 1 一 2 0 
ra- ia- ?elena B, 即 


0 
a — 9: $ 
0 1 0 
6 “1 ауху+а;х;+ауху=а‹, 
5. 设 “|| анна zl 十 32: — 2zs 一 1， 的 两 个 解 。 求 其 通 解 。 
1 2 2z1 十 5х;+ zs 一 8 
分 析 易 见 ,线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 至 少 是 2, 并 且 由 于 线性 方程 组 的 解 不 是 唯一 的 ,因此 可 以 断 


定 , 线 性 方程 组 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 的 秩 均 为 2。 根据 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 性 质 可 以 求 出 线性 方程 


组 的 通 解 。 
解 根据 已 知 条 件 , 线 性 方程 组 有 两 个 解 ,所 以 线性 方程 组 的 解 不 唯一 , 必 有 无 穷 多 解 。 由 于 


|: аз ч | a as а a n 
rs —2r> ra +373 

А=|1 3 2 ч. 3 2 >| 1 0 13|. 

2 5 1 0 —1 5 | |: =1 5 

所 以 RC4) 一 2。 因 此 导出 组 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 为 3 一 R(4) 一 1。 
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根据 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 性 质 pa-an езана. 
= 


6 
esas ijn. 于 是 ,该 非 齐 次 线性 方程 组 通 解 为 


1 
13 6 
424} 上 为 任意 实数 。 
一 1 1 


6. 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 它 的 基础 解 系 由 下 列 向 量 组 成 
1 4 
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分 析 根据 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 进行 反 推 。 
解 ” 依 题 意 , 待 求 的 线性 方程 组 有 4 个 未 知 量 ,系数 矩阵 的 秩 为 2, 故 线性 方程 组 的 通 解 为 


+k: kioke 为 任意 实数 。 


1 4 
2 3 
3 2 
4 il 
线性 方程 组 的 形式 为 
xı =k, +4k,, 
xı =26 +3kz ， 
z; =3hbh +2k; , 
z = 4kb +k, 
һ=-р(—а +22), 
将 第 3.4 个 方程 用 zs ,zt ROF kisko T f i 
= (4r: — 31). 


| 


将 其 代入 第 1、2 个 方程 并 整理 ,可 得 


Tı =31:—224, 


22—203 — 214. 


1. 设 有 4 阶 方 阵 А (а ,as ,as ,ai) ,其 中 az ,as ,ai R ЊЕ, 
a , 求 线性 方程 组 4x 一 及 的 通 解 。 

分 析 本 题 需 要 综合 利用 向 量 组 的 线性 相关 性 及 线性 方程 组 的 解 的 结构 求解 。 

解 ЕЖЕ А (а.а ,as a) F a ,az ,as ,at 均 为 4 维 列 向 量 , 其 中 ws ,as ,4 线性 无 关 , 而 且 a, 可 
由 а, ,os ,Qi 线性 表示 , 即 a, 一 2a? 一 as 十 0 ,由 此 可 知 ,R(4) 一 3。 


2a: 一 as 。 如 果 1 一 ai +a: 十 as 


由 已 知 条 件 不 难 发 现 


1 
| = (а.а;.@ 
0 
1 
1 
i 是 线性 方程 组 Ax 二 的 一 个 解 ， 
1 


程 组 Ax 二 的 通 解 为 


1 
1 
i = (а,,а;,а;,@,) 
1 


= а +a + a; + a, = В, 


Henn 


1 


з+'@) Ё а — 2a: 十 os = 0, 


0 


= 
是 线性 方程 组 hx 一 0 的 一 个 解 。 于 是 , 非 齐 次 线性 方 


. 


& 为 任意 实数 。 


ey 


1. 填空 题 

(1) #P=(0,k,k?)" fk H a = (1+А,1,1)7, а = (1,1+А,1)7, а = (1,1,1 +4)" 唯一 线性 表示 , 则 
k= š 

(2) Ж а = 1,1,1)", а = (a,0,b)", аз = (1,3,2), # a, 0,0; 线性 相关 , 则 a,b 满 足 关系 


式 5 
G) 若 向 量 组 ol ,aa ,as 线性 无 关 , 则 a +a ,as 十 os ,as 十 oo 线性 关 ; 若 向 量 组 gl ,ae ,0s 线 
性 相关 , 则 a +a: ,as +a ,as +a 线性 关 。 
AZzl 十 zz 十 zs 一 0， 
(4) 齐 次 线性 方程 组 (zi 十 Mzs 十 zs 一 0， 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 ° 
Zi 十 zz 十 za 一 0 
(5) 设 齐 次 线性 方程 组 为 zi 十 2zs 十 … 十 mzw 一 0, 则 它 的 基础 解 系 中 所 含 向 量 的 个 数 为 ° 
itk 1 1 
Ж D 由 题 意 可 知 ,| 1 1+k 1 |=(3+bE0,BE kZ0 Н kZ—3, 
1 1 1+ 
1. 4 3 
(2) 由 题 意 可 知 ,|1 0 3|=a—2b=0,Ħ a=2b, 
1 b2 
(3) 由 题 意 可 知 
1 0 1 101 
Е 1 中 1 0| 关 0。 
~ti ‚ ЖАШ. 


ЖЖ а ,az ,as 线性 无 关 , 则 а 十 aa ,as 十 os ,as 十 al 线性 无 关 ; 若 aaa 线性 相关 , 则 a +a 0: +a, 
ws 十 Ci 线性 相关 。 


Ае 0-Я 
(4) 由 题 意 可 知 ,|1 А 1| = (4—1) =0,%4=1. 

Е. 
(5) 由 题 意 可 知 ,基础 解 系 中 所 含 向 量 个 数 二 变量 个 数 一 系 数 矩 阵 的 秩 , 即 n 一 1。 
2. 选择 题 


(1) n $È MEH a ,0@:，…,@,(3 人 sn) 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 ( )。 

A. FERAH EHZ kiskoi sk, $ kia а + +ka, #0 

В. GG," a, 中 任意 两 个 向 量 都 线性 无 关 

С. @ ,as a, 中 存在 一 个 向 量 , 它 不 能 用 其 余 的 向 量 线性 表示 

D. ol ,aa，…,C, 中 任意 一 个 向 量 都 不 能 用 其 余 的 向 量 线性 表示 
(2) 若 向 量 组 gl ,Gs，…,@, 的 秩 为 >(2<r<s), 则 ( )。 

A. 向 量 组 中 任意 两 个 向 量 都 线性 无 关 B. 向 量 组 中 任意 个 向 量 线性 无 关 

C. 向 量 组 中 任意 小 于 7 个 向 量 的 部 分 组 线性 无 关 D. 向 量 组 中 任意 ~ 十 1 个 向 量 必定 线性 相关 
(3) ЖА Еп МУ, В R(4) 二 r<n, 则 在 A 的 nn 个 行 向 量 中 (  )。 

A. 必 有 个 行 向 量 线性 无 关 B. 任意 7 个 行 向 量 线性 无 关 

C. 任意 7 个 行 向 量 都 构成 极 大 无 关 向 量 组 D. 任意 一 个 行 向 量 都 可 以 由 其 余 r 一 1 个 行 向 


人 第 4 章 向 量 


量 线性 表示 
(4) 以 A 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 ( ). 
А. 系数 矩阵 A 的 任意 两 个 列 向 量 线性 相关 B. 系数 矩阵 A 的 任意 两 个 列 向 量 线性 无 关 
C. 必 有 一 列 向 量 是 其 余 列 向 量 的 线性 组 合 D. 任 一 列 向 量 都 是 其 余 列 向 量 的 线性 组 合 
(5) n 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 A 的 秩 小 于 ,那么 该 线性 方程 组 ( J; 
A. 有 无 穷 多 解 B. 有 唯一 解 
C. 无 解 D. 解 的 情况 不 能 确定 


解 (1) 根据 向 量 组 线性 无 关 的 定义 , 选 D. 

(2) 根据 向 量 组 的 秩 的 定义 , 选 D. 

(3) 根据 矩阵 的 秩 和 向 量 组 的 秩 之 间 的 关系 , 选 A. 

(4) 依 题 意 ,系数 矩阵 A 的 秩 小 于 未 知 量 的 个 数 , 即 列 向 量 组 必 线 性 相关 ,所 以 必 有 一 列 向 量 是 其 余 列 
向 量 的 线性 组 合 , 故 选 C。 

(5) 题目 中 没有 给 出 系数 矩阵 的 秩 与 增 广 和 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 ,因此 线性 方程 组 的 解 的 情况 不 能 确 


定 , 选 D。 
3. 设 有 向 量 组 
1 1 2 
0 2 1 
а. ， Ф@ ， G; > 04 ° 
0 3 _ 
1 1 0 4 


分 别 判断 向 量 组 wi ,as ,as АЖА ааг ,as ,at 的 线性 相关 性 。 
解 ”利用 初等 行 变换 将 矩阵 (ol ,as ,as ,ai ) 约 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 , 即 


1 1 2 2 1 1 2 2 11 2 2 
баасаа 0 2 1 5 m 0 2 1 5 |; 0 2 1 5 3 
2 0 3 —1 „Ж =. = 00 一生 -这 
120 = о 0 — 2 оо оо 
所 以 gl ,as Ga, 线性 无 关 ;@1 за: аза 线性 相关 。 
4. 设 有 向 量 组 
1 = 0 =} —2 
=1 2 1 3 6 
а ol e 1| = „= „| ©® al 
0 一 1 一 1 1 1 
分 别 求 向 量 组 gl ,as Gs а, 和 a ,as Gs G.G; 的 秩 及 其 极 大 无 关 组 。 
解 利用 初等 行 变 换 将 和 矩阵 (on ,az ,as ,ai ,as ) 约 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 , 即 
а а. а; а, а: 
1 —1 0-1 —2 1—1 0 1 一 2 
= 2 1 3 6 0 2 4 2 4 
(@mi,G;,G;,G@(,G@;) = 一 
í 4 @ 4 ò J 1 2 4 
0 —1 —1 1 1 0 —1 —1 1 1 
а а: а; а, а 
一 1 一 1 一 2 
1 x Ж 


_ — 


所 以 RCA ,as ,0s ,01) =3,0,,0.,0, 为 其 中 一 个 极 大 无 关 组 ;RC@i ,as ,as ,01,0;) =3,01,0,0, 为 其 中 一 个 
极 大 无 关 组 。 
5. 已 知 向 量 组 ara, ,as 线性 无 关 , 设 
В. =(m—1)a +30: +as, 
В. =a +(m+1)a: +a; ， 
= а —(m+1)a;, +(m— as, 
RE m AEN, AEA ppb 667 线性 相关 ? 
解 由 已 知 条 件 可 得 


т—1 1 = 
(B... В.) = Со, а ,0;)| 3 wti —=т—1 |. 
1 


由 于 向 量 组 ol ,Cs ,Cs 线性 无 关 , 所 以 当 


m—1 1 一 1 
3 m+1 m—1 т(т— 2) т+2) 0 
1 1 m=] 


BBB 线性 无 关 , 否 则 线性 相关 。 于 是 , 当 m#0 тз +2 H, phh 线性 无 关 ; 当 m= 二 0 R m= +2 
时 ,到 ,PB ,Ps 线性 相关 。 
6. 设 行 向 量 组 a ,as ,…，*Gm 的 秩 为 r (r2>1), E 
及 一 az 十 … 十 on， 
В =а +a; + +a, 


В. = 十 az 十 … 十 Cn-i。 
证 明 : 行 向 量 组 忆 ,pp，,…,B, 的 秩 也 为 +。 


证 由 已 知 可 得 
ГА 0 1 ү 
В. J1 0 1 CA 
EJ Мт з o а, 
因为 
0 1 1 m—1 1 £ {| 1 1 
1 0 1 @p— 1 we 1 1 0 1 
= М š . |= (m—1) 
1 1 0 #ë= 1 1 0 1 1 0 
1 1 1 
=н N R. T N = (0н) 90, 


о о =й 
所 以 向 量 组 @ ,ga ，… а, f В.В... 可 以 相互 线性 表示 , 即 两 个 向 量 组 等 价 ,它们 有 相同 的 秩 , 从 而 行 
ЖА ob B. 的 秩 也 为 7。 
7. 求解 线性 方程 组 
mi — zz 十 2zs 一 За, + zs 一 2， 


2zi 一 2zz 十 7zs 一 10z: 十 5zs 一 5， 


За — 32: 323 — 524 一 5。 
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f W, B J £ # 538 ERRI ЖЖ E ЕЮ 
1 —1 2 —3 1 2 1—1 2-3 1 2 
ЕЕ —2 7 —10 5 J-l о 3 —4 3 | 
3 —3 3 —5 0 5 0 0-3 4 —з —1 
1 —1 0 —1⁄3 —1 4/3 
-f 0 1 —43 1 | 
о оо о о 0 
易 见 ,R(4) 一 R(A) 一 2<<5, 故 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 同 解 的 线性 方程 组 为 
аааз 


ъ= +45. 
取 zz，ztyzs 为 自由 未 知 量 , 不 难 求 得 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 为 


£ 
0 


+ ‚ һы, 为 任意 实数 。 


о о е о wje 


1 
1 
аз | 一 所 | 0 |+, 
0 
0 


° ке |= o wj 
+ 
> 
| 
РА 


8. 设 线性 方程 组 为 
х\ +2х,+ 2х,=6, 


2zi+x;+3zrz; + ах,=0, 
Злу 十 azs 十 6х,=18, 
4zl 一 zz 十 9zs 十 13z4 一 0。 
Мајур 各 取 何 值 时 ,线性 方程 组 无 解 ? 有 唯一 解 ? 有 无 穷 多 解 ? 有 无 穷 多 解 时 , 求 其 通 解 。 
解 易 见 ,线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 及 其 行 阶梯 形 和 矩阵 为 


1 02 2 6 L 0 2 2 6 
= 2 13а 0 0 1. —1 at -E 
А= (А,Б) = a ° 
3 0 a 6 18 0 0 а—6 0 0 
4 — 9 13 Б 0 0 0 а+1 b—36 


下 面 讨论 线性 方程 组 的 解 的 情况 : 

(1) 当 a= 一 1 Н 6536 时 ,R(A) 隆 R(A), 线 性 方程 组 无 解 。 

(2) 当 a 天 一 1,a 天 6 时 ,R(4) 一 RC4) 一 4, 线 性 方程 组 有 唯一 解 。 
(3) 当 a 一 一 1 Н 2=36 时 ,线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 通 解 为 


6 一 和 
一 12 5 
х=ё+Ы= К +k a & 为 任意 实数 。 
0 1 
(4) 当 a 一 6 时 ,线性 方程 组 有 无 穷 多 解 。 通 解 为 
114—2Ь =? 
1 | —12—2ь 1 
x=#+Im=— ó +k i 上 为 任意 实数 。 


Ее — 


9. 设 非 齐 次 线性 方程 组 为 
xı jaiz: +аїхї=аї, 
xı azz: Haf x3 =a} ， 
xı Haz x: +aiz;, =a}, 
xı Harz: Hait; =a} o 
(1) Е: 若 a1,as sassas 互 不 相等 , 则 此 线性 方程 组 无 解 ; 
(2) Ж а =a; =,а =a, = — 60650), E E, B, ,B, 是 该 线性 方程 组 的 两 个 解 ,其 中 


\ 
— 
Í 
кою ы 
w 


写 出 此 线性 方程 组 的 通 解 。 
解 (1) 易 见 ,线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 为 
1 а а а 
1 а а а 
А= (А,Ь) = ° 
l аз; а а} 
la а a 


注意 到 ,| 人 | 是 范 德 蒙 行列 式 的 转 置 ,由 于 a ,az ,as ya 互 不 相同 ,所 以 | 入 | 天 0, 即 R(A)=4; £ ЖЕ 
A 的 任 一 三 阶 子 式 也 是 范 德 蒙 行列 式 的 转 置 , 所 以 RCA) 王 3。 由 此 可 知 ,RC4A) 天 R(4)，, 即 线性 方程 组 无 解 。 
(2) Ш а =a; =k, a, =a, 一 一 A,(R 天 0) 时 ,线性 方程 组 为 
21 Hkr: +k xs =k", 
tı — kz: +k’ r; =— k", 
х Hkr: +k’ zs =Ë, 
tı — kr: +k z = — k. 
线性 方程 组 的 系数 矩阵 及 其 行 阶梯 形 和 矩阵 为 
1 k k 1 k Ë 1 Ë в 
1 ps 0 —2k 0 0 — 0 
1 кке |o o о [о o oÍ 
í M Ж 0 —2k 0 0 0 0 
2 
易 见 ,R(4) 一 2。 由 已 知 , 根 据 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 性 质 | ern 
一 2 
它 的 一 个 基础 解 系 。 于 是 ,线性 方程 组 的 通 解 为 


= 2 
| | | 上 为 任意 实数 。 


1 2 
10. 已 知 三 元 非 齐 次 线性 方程 组 Ar 一 5,R(4) 一 1, 且 线性 方程 组 的 3 АЕ тте f: n: 满足 


1 1 1 
m + | | 158 | | 
3 1 一 1 
Ж Ax=b 的 通 解 。 


解 由 已 知 条 件 不 难 求 得 
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1 1 0 
m — t = т + n — (T: +) B | ] | | 
=f 1 >f 
1 1 0 
m — m = n + n: — (T: + n:) Ë) | | B: 
3 š 2 


1 
m = + [Ch +n) — (b + m) + (h +m) sfe 


S= s|e юе 


由 了 R(4) 一 1 知 ,对 应 的 三 元 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 基础 解 系 含有 两 个 向 量 。 根 据 非 齐 次 线性 方程 
组 的 解 的 性 质 1.0 тот —n Ж Ах=0 的 解 , 且 它们 是 线性 无 关 的 ,因此 ,是 Ax=0 的 基础 解 系 。 于 是 ， 


非 齐 次 线性 方程 组 Ax= b 的 通 解 为 
0 0 
| |) ы, 为 任意 实数 。 
—2 2 
11. 已 知 两 个 非 齐 次 线性 方程 组 


zl 十 azz 十 zs 十 n=l, Zi 十 zz 十 zs 十 zi 一 1， 
= х2 + bz; + | =: +213 —xz, =2, 
2zi 十 2zz 十 3zs 十 cz 一 1 


х= +h (т 1) +k: (m р) 


әј әјә юе 


z +z =—1 
同 解 ,确定 a,byc 的 值 。 

分 析 易 见 ,第 二 个 线性 方程 组 不 含有 参数 ,可 以 先 求 出 第 二 个 线性 方程 组 的 一 个 特 解 ,然后 将 其 代入 
到 第 一 个 线性 方程 组 ,从 而 可 以 确定 a,b,c 的 值 。 

解 第 二 个 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 及 其 行 最 简 形 矩 阵 如 下 : 


ї її Ú + 100 — 6 
A=(4,b)=|0 —1 2 —1 21-010 3 一 4|。 
о 01 1 -1 001 1-1 


同 解 的 线性 方程 组 为 
Zi 一 3zt 十 6， 
人 
23=—24—1. 
不 难 求 得 该 线性 方程 组 的 一 个 特 解 为 
хі 9 
ра | = 
x= = o 
23 =2 
24 1 


将 其 代入 到 第 一 个 线性 方程 组 ,可 得 ao 一 1,0 一 4,c 一 3。 
12. ЖА Жп КЕЕ, H A? 二 A, 证 明 : R(A)+R(E—A)=n, 
分 析 注意 到 ,R(A 一 E) 一 R(E 一 A), 要 证 R(AJ+R(A—E)=R(A)+R(E—A) 一 n, 只 需 证 明 不 等 式 


_ —— "4; 


R(A)+R(A—E)2n 和 КСА)+КСЕ—А)<л 同时 成 立即 可 。 这 是 证 明 等 式 时 常用 的 思路 。 
证 НА =А 1 ,А(Е-А) =0. 4 B=E—A;# 4B 一 0。 易 见 , 矩 阵 召 的 每 一 列 都 是 齐 次 线性 方程 
组 4Ax 一 0 的 解 ,并 且 是 线性 方程 组 hx 一 0 的 所 有 解 向 量 组 的 部 分 解 向 量 组 。 注 意 到 ,线性 方程 组 Ax=0 Ж 
础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 为 mn 一 R(4A) ,从 而 有 R(B)<n—R(A), ËI КАУ +R(E—A)<n, 
另 一 方面 ,E 二 A 十 (E 一 A), 所 以 
n=R(E)=R[A+(E—A)]<R(A)+R(E—A). 
综 上 所 述 , 即 得 R(A) 十 R(E 一 A) 二 n。 又 注意 到 R(A—E)=R(E—A), ,所 以 


КА) R(A—E) =n. 证 毕 
TENANAN AEN A Y 


м м 


1. 向 量 组 的 线性 表示 
(1) 设 A,B,C 均 为 n ЊЕ, AB=C, B B *[ ë , NC ›„ (2013 €) 
A. 矩阵 C 的 行 向 量 组 与 矩阵 A 的 行 向 量 组 等 价 
B. jE B C 的 列 向 量 组 与 矩阵 A 的 列 向 量 组 等 价 
C. JE BE C 的 行 向 量 组 与 矩阵 加 的 行 向 量 组 等 价 
D. JE B£ C 的 列 向 量 组 与 矩阵 召 的 列 向 量 组 等 价 
提示 : 对 和 矩阵 A 和 C 分 别 按 列 分 块 , 有 4 一 (al ,az ,0,) C= YY). H AB 二 C 可知 ,C 的 
列 向 量 组 也 可 由 A 的 列 向 量 组 线性 表 出 ;由 于 忆 可 逆 , 有 CB '! 一 A, 所 以 A 的 列 向 量 组 也 可 由 C 的 列 向 量 
组 线性 表 出 。 根 据 向 量 组 的 等 价 定义 , 选 B 
(2) ЖЫ ЖЯ а = (1.0,1)1,Ga, = (0,1,1)1,a, = (1,3,5) 不 能 由 向 量 组 B= (1,1,1), В = 
(1,2,3), В; =(3,4,а)' 线性 表示 。 解 答 下 列 问 题 (2011 £) 
OR a 的 值 ; GDH B. pP Н a a, ,as 线性 表示 。 
提示 : G) hla ,as ,as | 一 1 天 0 可 知 ,向 量 组 a ,as ,as 线性 无 关 , PB ,PB ,PB 必 线 性 相关 ,可 以 求 得 a 二 
初等 行 变换 


5。(i) 依 题 意 , 设 存在 六 ,使 得 (@ ,а, ,0:)Х= (В, .В. ,有 ) ,利用 初等 变换 法 (4 B) (E A'B)" 
21 5 
以 解 得 里, 结果 为 “| 4 2 中 
—1 0 一 2 
(3) ТЕЖА (І): а = (1,0,2)1,a, = (1,1,3)1,a, 一 (1, 一 1,a 十 2)7 аА (П): А = 
(1,2,a+3)" ,p= 二 (2,1,a 十 6)T ,p= 二 (2,1,a 十 4)"。 试 问 ， 当 a 为 何 值 时 ,向 量 组 (I) 与 向 量 组 ( 开 ) 等 价 ? 
Ж a 为 何 值 时 ,向 量 组 ( 工 ) 与 向 量 组 ( 开 ) 不 等 价 ? (2003 +) 
提示 : 通过 建立 矩阵 方程 (@ ,as ,as ) 忆 一 ( 记 ,及 B.) ,利用 初等 变换 法 将 矩阵 (al ,as ,as В.В. B.) #1 tt. 
为 行 阶梯 形 和 矩阵 ,再 进行 讨论 。 当 a 天 一 1 时 ,向 量 组 ( 工 ) 与 向 量 组 ( 卫 ) 等 价 ; 当 a 二 一 1 时 ,向 量 组 ( 工 ) 与 
向 量 组 ( 卫 ) 不 等 价 。 
2. 向 量 组 的 线性 相关 性 、 极 大 无 关 组 
O) Haasa, 均 为 n 维 列 向 量 ,A 2 m Xn IE P ТУЗЕ ЕС — ), (2006 £) 
A. # aa. a, 线性 相关 , 则 Aa Aa: ,… „Аа, 线性 相关 
В. жа ,as ,…，,Q: 线性 相关 , 则 Aa .Аа,,---,Аа, 线性 无 关 
С. 若 @ ,Qs，…,@; 线性 无 关 , 则 Аа Aa: ,…,4a, 线性 相关 
D. 若 wa ,as,…，,a, 线性 无 关 , 则 Aa Aa: ,… Aa, 线性 无 关 
提示 : 法 一 ”由 已 知 ,a ,as a, 线性 相关 ，, 故 存在 不 全 为 零 的 数 kiskis sk EE kia + а, 十 … 


срт тт 


+ka, 二 0, 在 其 两 边 左 乘 矩阵 А, А AG, + k,AG, + +k Aa, =0. HF 局 ,Ka ,大 不 全 为 0, 所 以 Аа, 
Aa: Aa, 线性 相关 。 选 A. 

法 二 不 难 发 现 ,R(Aai Aa: +, Aa,)=R(ACa a, ,0,)) Ко as ,…,a:)。 因 为 mia, ,0 
线性 相关 ,有 Ra ,az ，…,@,) 二 s。 从 而 R(Am Aa... ,Ава,)<5,Җ Аа, „Aa: Aa, 线性 相关 。 


0 0 1 =1 
(2) Жа |+ ДЕ | 中 | ҮШ ta 
C: 


c c: 


性 相关 的 为 ( )。(2012 年 ) 


з с 


А. а.а ,G; В. а, ,aa „а, С. а, ,0; ,а, D. а, ,as ,0, 
0 = 
#“лх:ЖЖ#Ё#%,|(а,а,,а)|=|0 一 1 1|=0,Й Да a:a, 必 线 性 相关 , 选 C。 
Cl єз C4 


(3) Ж wi ,as ,as 33 ERE, at ЕЖЖ k,l, E a 十 hxs ,as 十 jw 线性 无 关 是 向 量 组 а ,os ， 
os 线性 无 关 的 ( )(2014 年 ) 


A. 必要 非 充 分 条 件 B. 充分 非 必要 条 件 
C. 充分 必要 条 件 D. 既 非 充分 也 非 必 要 条 件 
1 0 
提示 : В =a + ka, P =a, + las 的 矩阵 形式 为 (pB .В.) = (a, “ol 1 |。 若 @ ,Qs sas 线性 无 关 ， 
k 1 
1 0 
MH] Е 4 一 (al ,as ,а:) 71, КО, maile няна а +ka: a: Наз 线性 无 关 。 反 之 , 设 
k 1 


oa ,Qs 线性 无 关 ,@s 一 0, 则 对 任意 常数 k,l, 必 有 a + ka, a +a, 线性 无 关 , 但 а ,as ,as 线性 相关 。 所 以 
a kas G; + las 线性 无 关 不 能 推出 向 量 组 a) ,as ,as 线性 无 关 , 即 必要 非 充分 条 件 , 选 A。 
(4) 设 向 量 组 工 : asao, ТНА П. В.В... В, 线性 表示 , 则 ( )。(2003 年 ) 
А. 当 r<s 时 ,向 量 组 开 必 线性 相关 В. 当 r>>* 时 ,向 量 组 开 必 线性 相关 
C. 当 r<s 时 ,向 量 组 工 必 线 性 相关 D. 当 r>>s 时 ,向 量 组 工 必 线 性 相关 
提示 : 根据 定理 4.6 及 其 推论 判断 , 选 D。 
(5) A # B 3 AB=0 的 两 个 任意 非 零 矩阵 , 则 必 有 ( )。(2004 +) 
A. A 的 列 向 量 组 线性 相关 ,B 的 行 向 量 组 线性 相关 
B. A 的 列 向 量 组 线性 相关 ,B 的 行 向 量 组 线性 相关 
C. A 的 行 向 量 组 线性 相关 ,B 的 行 向 量 组 线性 相关 
D. A 的 行 向 量 组 线性 相关 ,B 的 列 向 量 组 线性 相关 

提示 : W À E m Xn,B 2 nX s ЖЕ, E AB=0., | Ж R(A) 十 R(B)<n。 根 据 定理 4.5,A 的 列 向 量 组 线 
性 相关 ;类 似 地 ,B 的 行 向 量 组 线性 相关 。 选 A。 

(6) HA 4 # m E # а = (1+а,1,1,1)7, а = (2,a+2,2,2)", а, = (3,3,3+a,3)", а = 
(4,4,4,4+a)". Fla XIIIE a ,az ,as a, 线性 相关 ? 当 @ ,as ,as ,ai 线性 相关 时 , 求 其 一 个 极 大 线性 
无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 线性 无 关 组 线性 表 出 。(2006 +) 

提示 : 参见 习题 4. 3A4 的 解 题 方 法 。 若 a 二 0, 秩 Ra 0 ,as ,ai ) 一 1,ai ,az ,as ,at 线性 相关 , 极 大 线 
ЕХ а, Е a ,os 一 20i ,а; = 30; a =4a,; % а 10 时 ,ai ,as ,as ,at 线性 相关 , 极 大 线性 无 关 组 
аз ,0з 0 Ë а = —аг — 03 — A; o 

(7) 设 @, 为 三 维 列 向 量 ,矩阵 A 二 a 十 BP" H + ap 分 别 是 w, 有 的 转 置 。 证 明 : G) Ж R(A)<2; 
Gi) # w, 有 线性 相关 , 则 秩 RCA)<2, (2000 年 ) 


_ 考研 试题 选编 4 é 


ER: G) 因为 a,B 3 Z= #?] m Ë , ВА aa! 和 pp" 都 是 三 阶 和 矩阵 , 且 Raa), ROS, TE, 
R(A)=R(aa!+BB')< R(aa!)+ R(BB' )<<2, Gü) 由 于 a,b R HX, í p а=, Р R(A)= 
R(aa!+BB')=R((+kEDBBUS1<2. 

3. 向 量 空间 

(1) 设 wi ,as ,as 是 Rs 的 一 组 基 , 记 一 2a: +2ka B: =20: ,В. =a + (k l)a;, G H 6 E g Б.Б. 
为 了 的 一 个 基 ;(ii) k AAEN, FEFE HE о жа ,az ,gs 5 + p pp 下 的 坐标 相同 ,并 求 所 有 
By Ё, (2015 #) 


2 0 1 2 0 1 
ER: Ci) нея (В, 6, В) = (2,0,0) | 2 0 |. 由 于 |0 2 0 |= 
2k 0 k+l 2k 0 k+l 
2 


2 у | -oo RCB: B: B) = R(ai,a;,a,)=3, #1 B.B... 是 有 的 一 组 基 。(ii) 易 见 ,5 一 


2 


Tı 2 0 1 2 
(al ,as ,as ) | r; екв тено 2 0 BI 因 а,а,,а, 是 及 :的 基 , 于 是 
2k 0 k+l 
Zl 十 zs 一 0， 


T3 T3 T3 
zı 2 0 g х\ 
22 -| 2 0 | |" ЕЯ =0, 
23 2k 0 & 十 1/ 八 zs 2224 kxr, =0, 
ЖЕ ДЕ 
H 540 知 ,x1 ,zs ,ZX3 不 全 为 零 , 故 |0 1 0|=0, 所 以 人 一 0, 解 出 z, 2,0 0,23 fs 
2k 0 k 
故 Sta 0. 在 这 两 组 基 下 有 相同 的 坐标 。 
(2) 设 wm 一 (1,2, 一 1,0)T,oz: 一 (1,1,0,2)T,as: 一 (2,1,1,a)T, 由 aas,as 生成 的 向 量 空间 的 维 数 为 
2, 则 a=( )。(2010 年 ) 
提示 : 因为 wm ,wz ,os 所 生成 的 向 量 空间 是 2 维 , 亦 即 向 量 组 的 秩 RC ,aa ,os ) 一 2。 由 于 (ol a ,os ) 一 


| ЖШ ЕК. 1 1 2 
2 1 0 1 3 
pa ,推出 a=6。 
| 0 0 a—6 
0 2 a 0 0 0 


(8) kamm 是 向 量 空间 Rs 的 一 组 基 , 则 由 基 а аг, а, 到 基 ai asa; aya а 的 过 渡 
矩阵 为 ( )。(2009 #) 


1-0 3 1 2 0 
A. [22 0 В. |02 3 
0 3 3 1 0 3 
Ды. SE. „шї 111 
2 4 6 2 2 2 
1 1 1 1 £ 1 
a S E a =e 
111 -L ® x 
2 4 6 6 6 6 


W 10 1 
提示 : 易 见 ,(ai +a ,az 十 as a; +a) (aaa, г: 2 中 A。 
0 3 3 
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4. 线性 方程 组 

(1) 设 向 量 组 wi ,as ,…，a, 为 线性 方程 组 4Ax 一 0 的 一 个 基础 解 系 ,局 二 ti@i 十 to@; ,P= 二 ti@ 十 to ，…， 
B.=na, tha ‚Жї, 为 实 常数 。 当 如 ,ts 满 足 什 么 关系 时 ,局 ,应 ,…, 及 也 为 Ar 一 0 的 一 个 基础 解 系 ? 
(2001 年 ) 


提示 : 不 难 发 现 , CD. Bs B.) = (а, а, aO 2 а … 0 0|。 注意 到 ， 


0 h з 0 OJS ODHA, A AHO DH AAO 时 ,系数 和 矩阵 可 逆 , 向 量 组 @ ,as ，…， 


0 0 0 ть h 

а, [H В, ,рВ.,---,В, 线性 表示 , 即 向 量 组 w ,az ,---,а, 和 P,P,,…,P. 等 价 。 由 已 知 可 得 ,局 D... B. 线性 
ER. ЮЖ, ша +С DHA B D B... B. 也 为 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 。 

(2) W А= (а.а ,os ,Qt) 是 4 阶 矩 阵 ,4 "为 人 的 伴随 和 矩阵。 若 (1,0,1,0)7 是 线性 方程 组 Ax=0 的 一 
个 基础 解 系 , 则 4"xY 一 0 的 基础 解 系 可 为 ( )。(2011 年 ) 

A. a, ,as В. а.а, С. а. ,а, ,0s D. a; ,as ,0 

ER: 依 题 意 ,n 一 R(A) 二 1, 从 而 R(A)=3, h EBE 5 3 ft B EB Ж X £ a ,R(A')=1,T2 п 
R(A')=4—1=3,B А* x=0 的 基础 解 系 中 有 3 个 线性 无 关 的 解 ,可 以 排除 选项 A fa В, H АА' =|А|Е 
及 |4|=0 知 ,有 A4"A4 一 0, 知 人 的 列 向 量 全 是 4 x—0 的 解 ,由 于 R(A) 二 3, 故 A 的 列 向 量 中 必 有 3 个 线性 


1 
TŽ. RERA ， 一 0, 即 中 十 四 一 0, 所 以 ml ,as 相关 ,进一步 地 ,ai vas ,a 相关 。 根 据 排除 法 , 先 D. 
0 


(3) Ж а; = (an sais san) (1,2,5 н< п) Æ n # XF Ш.Н о ,0, а, 线性 无 关 。 已 知 p= 
Chi sbo sett sbn)" 是 线性 方程 组 A,xnx 一 0, 即 
anzl 十 an zz 十 … 十 an Zn 一 0， 


azlZ1 十 azzTz 十 … 十 aznzn 一 0， 


arizi 十 aazz 十 … 十 amnzn 一 0 
的 非 零 解 向 量 。 试 判断 向 量 组 @ ,as ,…，ar' 有 的 线性 相关 性 。(2001 +) 
提示 : ЖЛЕ А,В, ,k,l 使 得 ki@i 十 ko@s 十 … 十 kQ, 十 候 二 0。 因 为 为 线性 方程 组 的 非 零 解 ， 
即 BZ0,B'a =0,--- „Ва, =0. Ж В" ER Ах 0. Е Ва, =0 RA BTB. E A 1 六 0, 故 必 有 7 一 
0。 由 于 waz,…',ar 线性 无 关 , 所 以 有 二 ks 二 … 二 ,二 0。 因 此 向 量 组 ,Gs，…,Q, BREER. 
1 2 3 
(4) 已 知 三 阶 和 矩阵 人 的 第 1 行 是 (a,b,c) 不 全 为 零 , 矩 阵 “| 4 路 ж ЕЖ), Н 4B 一 0, 求 线性 
3 6 k 
方程 组 Ax=0 的 通 解 。(2005 +) 
提示 : 由 4B 一 0 知 ,R(4) 十 RGB) 扫 3, 因 为 4 和 了 召 都 是 非 零 矩阵 , 故 1S<R(A),R(B)<2, WR А529, 
必 有 有 R(B) 一 2, 此 时 R(4) 一 1。 故 Ax=0 #3 #0 ki (1,2,3)T 十 ko。 (3,6,k)T ,ki ,ks 为 任意 常数 。 如 果 


i 0 


二 9, 则 R(B) 二 1, 此 时 КА) =1 È 2, Ж КОА) =2, N] Ax=0 Й Й k (1,2,3), 为 任意 常数 ; 若 
R(4) 一 1, 则 Ах=0 5 az+by+cz=0 同 解 。 不 妨 设 а750, А Ах=0 的 通 解 为 有 (一 b,as,0) 十 ks (一 c,0,a)， 
bk: 为 任意 常数 。 


ал+ Бхз Tae m=-—1, 
(5) 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 /4zi 十 3zz 十 5zs 一 zi 一 一 1, 有 3 个 线性 无 关 的 解 。(i 证 明 此 线性 方程 组 
azl 十 zz 十 3zs 十 pr 一 1， 
系数 矩阵 A 的 秩 КОА) =2; GDR а,Ь 的 值 及 线性 方程 组 的 通 解 。(2006 年 ) 
提示 : G) 设 wm ,as ,gs 是 非 齐 次 方程 组 的 3 个 线性 无 关 的 解 , 则 @ 一 aa ,ai 一 0s 是 导出 组 Ax=0 的 线 
性 无 关 解 ,所 以 R(4) 魏 2; 显然 矩 阵 4 中 有 二 阶 子 式 不 为 0, 故 有 R(4) 之 2, 从 而 R(A)=2, Gi) xF 38 EE 


тїз а š 一 1 
пенная 1 —1 5 =8 | RAE,R(A=RA)=2, Ж 4—2а=0, 
0 0 4—2a b+4a—5 4—2a 


0 十 4a 一 5 一 0, 解 出 a=2,b=—3. TEREN 一 (2, 一 3,0,0)T 是 Ax=b Ж, Е m = (—2,1,1,0)71, p 
二 (4, 一 5,0,1)T 是 Ax=0 的 基础 解 系 , 所 以 线性 方程 组 的 通 解 是 n +b m Hkn Cki ske 为 任意 常数 ) 。 


(6) # A= 


0 一 4 一 2 一 2 
中 的 任意 向 量 名 ,后 ,证明 &,&,& 线性 无 关 。(2009 年 ) 
提示 : 线性 方程 组 Ах=& 的 通 解 为 (0,0,1)7 十 所 (—1,1,—2)", М ё, = (А, 1— 2k)", Ф 


ki 是 任意 常数 ;线性 方程 组 А'х=& 的 通 解 为 z -4 ka sz = kz ,xs = kz, BI ë, ( Z The rka sks ) > 
HF koks 为 任意 常数 。 


1 — 一 ! 一 1 
一 1 1 中 -| | ОЖЖ Аё, =0 A 8 =8 的 所 有 向 量 吕 ,5 GD ЖО) 


-1 -һ —+-h ° о 一 去 
1 
iD BJ ,62 ,6 )|= = = 1 ‚ди 
GD 因为 | (6 ,62 ,63)| 1 Bs 1 Ë, $i 2 0 所 以 对 任意 
一 2 1—2Һ k; —2 1—20 k; 


的 kisko sks EA |(&,&,& 1550, IER H 8.8 EA 6.8 8 线性 无 关 。 


+. à 1 
方程 组 Ax=b 的 通 解 。(2010 年 ) 

ER: G) 因为 线性 方程 组 Ax 一 六 有 两 个 不 同 的 解 , 所 以 R(4) 一 R(A)<3, 故 14| 一 (十 1)(A 一 1)2 一 
0, 即 4 二 1 或 4 二 一 1]。 当 4 二 1 时 ,此 时 线性 方程 组 无 解 ,所 以 A 二 1 舍 去 ; 当 ) 一 一 1 时 ,a 一 一 2。 


A 1 1 a 
эне А-1 150 已 知 线性 方程 组 Ax=b 存在 两 个 不 同 的 解 ,(i) 求 A,a; (ii) 求 线性 


3 1 
GD #л=—1,а=—2 时 ,线性 方程 组 的 通 解 为 ЕД6 为 任意 常数 。 


0 1 
1а оо 1 
„ 0 1 a0 一 1 
(8) 设 4 一 ,p= 。 解 答 下 列 问 题 : 
оот1а 0 
a 0 01 0 


G) 计算 行列 式 |141; GD 当 实数 a 为 何 值 时 ,线性 方程 组 Ax=B 有 无 穷 多 解 ,并 求 其 通 解 。(2012 年 ) 
提示 : G) |А|=1—а'„ Gi) 当 |A|=0 时 ,线性 方程 组 Ax 二 了 有 可 能 有 无 穷 多 解 ,由 (让 知 ,a 二 1 或 a= 
1。 当 a 二 1 时 ,R(4) 一 3,R(C4) 一 4, 线 性 方程 组 无 解 , 舍 去 ; 当 wa 一 一 1 时 ,R(4) 一 R(4) 一 3。 线 性 方程 组 
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有 无 穷 多 解 , 取 z, 为 自由 变量 ,得 线性 方程 组 通 解 为 
(0, 一 1,0,0)T 十 k (1,1,1,1)"， 有 为 任意 常数 。 


9) 六 4-| 1 }*—(\ 让 ab 为 何 值 时 ,存在 矩阵 C 使 得 AC CA 一 ,并 求 所 有 矩阵 C。 


1 0 1 b 
(2013 年 ) 
一 zz 十 azs 一 0， 
эй = T 8 —ах +2: 十 az 一 0， 
ER: 设 C= ,将 其 代入 AC—CA=B, Жз *J + 
2з 24 = = Amam 
22 一 QT3 =b, 


FERA, Y а&—1% ео 时 ,此 线性 方程 组 无 解 ; 当 a 二 一 1, 且 5 一 0 时 ,此 线性 方程 组 有 解 , 通 解 为 
1 š 1 

а N +ь| |+ и ， 各 ,hs 为 任意 实数 。 
0 0 1 

1+2 +2 = А 

A k 


24 


故 当 且 仅 当 а= —1,6=0 "arer c| ),яжас-са-в, 


1 — 3 一 
(10) “| 1 —1 езекнаня, 解答 下 列 问题 ; 
1 2 0 —3 
G) 求 线性 方程 组 Ax 一 0 的 一 个 基础 解 系 ;(ii) 求 满足 AB=E МИТЕ W B. (2014 #) 


1 0 0 
提示 : (i) 基础 解 系 为 9 二 (一 1,2,3,1)"。(ii) 解 线性 方程 组 ЕН 


0 0 1 
3 个 线性 方程 组 的 通 解 分 别 为 (2, 一 1, 一 1,0)T 十 ky,(6, 一 3, 一 4,0)T 十 ko,( 一 1,1,1,0)T 十 kg, 故 所 求 
2—h 6—k —1—-Һ 
TETE —1+2kı —3+2k: 1+2: okk TERRI: 
—1+3h —4t3k; 1+3k, 
h kz ks 


1 + 1 1 
an teraf: 2 ||} 车 集合 Q 一 {1,2}, 则 线性 方程 组 Ax=b 有 无 穷 多 解 的 充分 


1 4 æ d: 
必要 条 件 为 ( )。(2015 年 ) 
А. аёп,аёп B. а60,4Єє0 С. аєп,аёп D. aEN,dEN 
和 š 4 1 1 
aa |! 2 a ДЫ 1 а—1 а—1 |. 
14а dË 0 0 а—3а+2 4 —34+2 


依 题 意 ,Ax 二 b 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 a 一 3a 十 2 二 0, 且 4 —34d+2=0, £ ,аЄ0,4Є0, 
选 D。 
m+ zz 十 sz, =0, 
(12) Wat stmt az, =0,5 7 Ë ху+2х;+х,=а—1 有 公共 解 , 求 a 的 值 及 所 有 公共 
XT1+4r:+a’ z, =0 


Ж. (2007 年 ) 


=; T ze Tae =0, 
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xı 2r: taz; =0, 


提示 : 依 题 意 , 联 立 线性 方程 组 此 线性 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 
з +42: Базз =0, 


+22: +z; =a—1, 
=f 
的 秩 等 于 增 广 矩阵 的 秩 , 解 得 a 二 1 或 a 二 2。 当 a 二 1 时 ,公共 解 为 = 小 为 任意 常数 ); 当 a 一 2 н, 
ï 


0 
唯一 的 公共 解 为 -| | 
一 1 
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方 阵 的 特征 值 `. 相 似 与 对 角 化 


一 、 基 本 要 求 


. 理解 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 及 性 质 ; 会 求 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 

. 理解 相似 矩阵 的 概念 及 性 质 。 

. 理解 矩阵 可 对 角 化 的 充 要 条 件 和 对 角 化 方法 。 

. 了解 内 积 的 概念 ,掌握 线性 无 关 的 向 量 组 标准 正 交 化 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 


> оошо r н 


方法 。 
5. 了 解 正 交 和 矩阵 的 概念 及 性 质 。 
6. 会 求实 对 称 和 矩阵 的 相似 对 角形 矩阵 。 


二 、 知 识 网 络 图 


特征 值 与 特征 向 量 (定义 5. D 
特征 多 项 式 、 特 征 方程 (定义 5. 2) 
与 齐 次 线性 方程 组 的 关系 (定理 5. 1) 
与 方 阵 的 行列 式 及 其 对 角 元 素 的 关系 
(定理 5.2 及 推论 ) 
1. 转 置 矩阵 的 特征 值 
. 数 乘 矩 阵 的 特征 值 
. 逆 矩 阵 的 特征 值 
ЕА 
. 矩阵 多 项 式 的 特征 值 
方 阵 的 . 伴随 矩阵 的 特征 值 
特征 值 、 特征 向 量 的 线性 无 关 性 (定理 5.3、 定 理 5.4) 
相似 与 | 特征 值 与 | 计算 11. ВО АЕА | =0 求 出 特征 值 4 
对 角 化 特征 向 量 ) 方 法 |2. Жж О,Е—А)х=0 求 出 对 应 于 的 特征 向 量 


基本 性 质 


Ф m = о м 


5.1 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 4% 


方 阵 的 | шш pe) 相似 矩阵 (定义 5.3) 


特征 值 、| 及 对 角 化 1. 相似 矩阵 的 行列 式 
相似 与 2. 相似 矩阵 的 特征 什 
质 
对 角 化 КТТ 
4, ЕЕ ЕВЕ 
ЫЙ 3 PEAR З АЕ 


(定理 5.5 及 推论 .定理 5.6) 
1. ЖИЕ A 的 所 有 特征 值 
2. 求 特征 值 对 应 的 特征 向 量 
ИЭ оз, PEATE ATEHERE P 
对 角 和 矩阵 A 的 对 角 线 上 元 素 为 A 
的 特征 值 ,于 是 P APSA 
向 量 的 内 积 (定义 5.4) 
向 量 的 长 度 , 单 位 向 量 (定义 5.5) 


非 负 性 
К 正 齐 次 性 
„ы 三 角 不 等 式 
向 量 的 内 积 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 


向 量 的 夹 角 \ 正 交 ( 定 义 5. 6) 
正 交 向 量 组 (定义 5.7) 
正 交 向 量 组 的 线性 无 关 性 (定理 5.7) 
格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 
正 交 和 矩阵 (定义 5. 8) 
ХЕШ РЕСЕ Ж 5.9) 
ЭСА PR JE ЕШ ASF ME {Н 3 ASF E Ар ht AG yE 
(定理 5.8、 定 理 5.9) 
与 对 角 和 矩阵 的 关系 (定理 5. 10) 
1. 求 矩阵 4 的 所 有 特征 值 
2. 求 特征 值 对 应 的 特征 向 量 , 并 对 
其 进行 标准 正 交 化 
对 角 化 方法 4 3. 标准 正 交 化 后 的 特征 向 量 按 顺序 
构成 正 交 矩阵 已 ,对 角 矩 阵 A 的 
对 角 线 上 元 素 为 4 的 特征 值 ,于 
是 P 1AP=A 


实 对 称 矩 阵 
的 对 角 化 


E51 方 隆 的 特征 值 与 特征 向 基 


一 、 知 识 要 点 
1. 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 及 计算 方法 


定义 5.1 设 A 是 数 域 P 上 的 n ОЕ. WREE Р PERA 和 非 零 列 向 量 a ,使 得 
Аа 一 Xa 成 立 , 则 称 4 为 4 的 特征 值 .a 称 为 4 的 属于 4 的 特征 向 量 。 
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注意 到 ,定义 中 提 及 的 数 域 已 ,需要 满足 两 个 条 件 , 即 : (i)P 是 必须 包含 0 和 1 的 数 集 ; 
GDP 中 的 数 与 数 之 间 在 进行 和 、 差 \ 积 、 商 (0 不 作 除 数 ) 的 运算 后 ,得 到 的 结果 仍 在 P 内 。 
例如 ,复数 集 、 实 数 集 、 有 理 数 集 都 是 数 域 。 如 不 特别 说 明 , 本 章 所 指 的 数 域 是 实数 域 。 

定义 5.2 设 A 是 数 域 P 上 的 n 阶 方 阵 ,4 是 一 个 变量 。 和 矩阵 XE 一 A 的 行列 式 是 4 的 
一 个 nn 次 多 项 式 , 即 


A—an az ап 

— ад à—az … — an 
|Е-А[= |, А x |? 

一 aa 一 ae ° 和 一 am 


称 为 A 的 特征 多 项 式 , 记 作 А) = АЕА. ДА УЖАС п ОРЕ 
ДО) =|Е—А|=0 
称 为 4 的 特征 方程 。 
定理 5.1 设 A 是 数 域 P 上 的 nn MERE. АЕА 的 特征 值 ,向 量 a 是 A 的 属于 4 的 
特征 向 量 的 充 要 条 件 是 : À 是 特征 方程 [ЛЕ —A | =0 在 PP 中 的 根 , 且 a 是 齐 次 线性 方程 组 


ОЕ — А)х = 0 
的 非 零 解 。 

注意 到 ,方程 | 证 一 4|==0 j |A—AE| =0 有 相同 的 根 , 而 且 ОЕ—А)х=0 УСА –АЕ)х= 
0 有 相同 的 解 ,所 以 有 时 候 也 用 方程 |4 一 XE | =0 3R A 的 特征 值 ,然后 通过 (4 一 *E)x= 二 0 求 
对 应 的 特征 向 量 。 


定理 5.1 给 出 了 计算 n ИЙГИ РЕА 的 特征 值 、 特 征 向 量 的 具体 步 又 : 

第 一 步 ” 计算 特征 多 项 式 [АЕА |. 

第 二 步 ” 求 出 特征 方程 |АЕ—А | =0 的 全 部 根 ,这 些 根 就 是 A 的 全 部 特征 值 。 

第 三 步 ” 对 于 4 的 每 一 个 特征 值 M,, 若 Ri 下 一 人) 一 ”~, 求 线性 方程 组 О,Е—А)х=0 的 
一 个 基础 解 系 ai ,ai о" заз РОЛУ А, 的 全 部 特征 向 量 为 

kı ait kz ар kori š 

HEP ki skoot skr IRER MR 

2. 特征 值 与 特征 向 量 的 基本 性 质 

根据 实 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 定理 (每 个 次 数 大 于 1 的 实 系数 多 项 式 在 实数 范围 内 总 
能 唯一 地 分 解 为 一 次 因 式 和 二 次 因 式 的 乘积 ) , 若 方 阵 АЯ n 个 实 特 征 值 Azt sAn Л 
特征 多 项 式 一 定 可 以 分 解 为 如 下 形式 : 


Я 


A—an —аш … 一 an 
— a AG ss — аз 

[АЕ –А| = š р И (АА) А Аг) А А,) o 
— ац —aa “* А—а„ 


定理 5.2 设 A 为 n 阶 方 阵 , 数 4.4,…,4, 是 A 的 n 个 特征 值 , 则 有 
(1) АА Б БА, ап 十 az 十 … 十 om 一 tr(CA); 
(2) Mihz… 一 |4|。 
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推论 1 4 可 道 ShA, = |А |520 SIE 1,4,,… A 022, 
性 质 1 ЖА 与 它 的 转 置 矩阵 47 有 相同 的 特征 值 。 
性 质 2 EROA УИА 的 一 个 特征 值 , 则 数 БА 是 A 的 特征 值 。 


性 质 3 令 数 4 是 方 阵 4 的 一 个 特征 值 。 当 A тран, 1. 是 4 一 的 特征 值 。 


性 质 4 ERA 是 方 阵 4 的 特征 值 , 则 对 任意 的 正 整 数 ,X* 是 A* 的 特征 值 。 
ERS 设 有 m 次 多 项 式 Pnl) =а Haist Бал". HRA 是 方 阵 A 的 特征 值 ， 
W P, Q) 是 Pn (4) 的 特征 值 。 


性 质 6 若 数 》 是 可 复方 阵 4 的 特征 值 , 则 -4 A 的 伴随 矩阵 4 * 的 特征 值 。 


定理 5.3 ША уп KIE., E asaan А 的 属于 互 不 相同 特征 值 Ms ,… ,A 
的 特征 向 量 , 则 ai за." за, 必 线 性 无 关 。 

定理 5.4 ФА жп ШЕ. Æ ài sdri Ane A 的 不 同 的 特征 值 , 且 as чао Q, JE 
A 的 属于 4; 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 分 别 对 应 于 入 Ао е ,4 的 特征 向 量 组 

Qi oQ stee а, 9 @21,@22,°** "92, 9 °°° 9 Qumi 502 > °° ° Ams y 

也 是 线性 无 关 的 。 

注意 到 ,对 于 一 般 的 向 量 组 ,即使 各 个 部 分 组 都 线性 无 关 , 则 合并 起 来 不 一 定 线性 无 关 ， 
定理 5.4 反映 的 是 特征 向 量 所 独 有 的 性 质 。 


Z, 疑难 解析 


1. 如 何 解读 定义 5.1 中 提供 的 关于 和 矩阵 A 的 特征 值 与 特征 向 量 的 信息 ? 

E (1) 在 等 式 Аа Sa 中 ,特征 向 量 必须 是 非 零 的 列 向 量 , 并 且 不 是 独立 出 现 的 , 它 总 
是 相对 于 某 一 特征 值 4 而 言 的 。 

(2) 一 个 特征 向 量 不 能 属于 不 同 的 特征 值 。 这 是 因为 ,车 矩阵 A 还 有 其 他 的 特征 值 
Ll 了 4) 对 应 于 特征 向 量 a , 则 应 有 Аа 二 ya 。 由 定义 5.1 Я1,Аа 二 Xa 。 所 以 ,Ma 一 pa , 即 
(一 /Da 二 0。 由 a #0 可 得 ,一 /, 与 假设 矛盾 。 因 此 ,一 个 特征 向 量 不 能 属于 不 同 的 特征 值 。 

(3) 一 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 不 是 唯一 的 。 这 是 因为 ,车 a 是 矩阵 A 的 属于 特征 值 
À 的 特征 向 量 , 则 对 任意 非 零 数 ,有 A(ka )=kAa =k(Àa ) 二 4(ka ), 即 ka 也 是 A 的 属于 和 
的 特征 向 量 。 

(4) 对 于 属于 同一 特征 值 的 特征 向 量 ,它们 的 任意 非 零 线性 组 合 仍 是 属于 这 个 特征 值 
的 特征 向 量 。 这 是 因为 , 若 Аа 一 Xa .АВ =28 , 则 有 

Alka +IB) = kAa +IAB = à (ka 4-18 ). 
2. 若 用 初等 变换 将 矩阵 4 AEN B WERE A ЯП В 的 特征 值 是 否 相同 ? 


答 无 法 确定 。 例如 .4=[ °}#-[ 70). Ур Е В ВЕ А 交换 


1 0 
БИТЕ. ШЖК ТИ АЗЕ PEN REENER FL e 再 例如 ,A 一 [， 小 = 人 итш 


0 有 | 
的 特征 值 是 相同 的 。 
з. ERO u 分 别 为 矩阵 A 和 B 的 特征 值 , 数 4 十 w 是否 为 矩阵 A 十 B 的 特征 值 ? 
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答 无 法 确定 。 依 题 意 ,虽然 有 | 并 一 4| =0, |#E—B| 一 0, 但 是 无 法 推出 等 式 
| 4 二 /DE 一 (4 十 B) | =0 一 定 成 立 , 因 此 无 法 确定 数 4 十 y ЖЕТУШ: А-ЕВ 的 特征 值 。 特 
别 地 ,车 矩阵 A 和 B 是 一 些 特殊 矩阵 ,如 4 和 B 同 为 对 角 和 矩阵 ,或 同 为 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 时 ， 
结论 成 立 ; 但 是 对 于 一 般 形 式 的 矩阵 ,结论 未 必 成 立 。 

三 、 经 典 题 型 详解 

题 型 1 求 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 

例 5.1 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 : 


1 2 3 3 一 2 一 4 —1 1 0 
(12 1 Sj (2) | 一 2 ç =i (3) | 一 4 3 0j. 
3 3 6 =4 =2 3 1 0 2 


分 析 按照 计算 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 步 又 计算 。 
解 (1) BEDE A 的 特征 方程 为 


А-1 一 2 一 3 
| Е—А | 2 А—1 3 АА+1)04—9) = 0, 
—3 —3 1 一 6 


所 以 矩阵 А 的 特征 值 为 人; 一 0,: 一 一 1,)3 一 9。 
将 A =0 代入 线性 方程 组 UE 一 A4)x==0, 由 于 


==: =@ —3 1 0 1 

—2 一 1 18 1 J 

== = 6 0 0 0 

=i 

wpa | = awur onnaa 
1 


kias ki 为 任意 的 非 零 数 。 
将 ja 一 一 1 代入 线性 方程 组 QE—A)x=0,H + 
110 
0 0 J 
0 0 0 
一 1 


=p 一 全 三 8 
E—A | 2. —2 =$ 
авлпнянаня -| uana анана» 


一 > 


ыр = ku = 
0 


Раг, kz 为 任意 的 非 零 数 
将 As =9 代入 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0, 由 于 


8—27 3 1 0 1/2 
ЕА = |— 2 8 —3|-]0 1 — 1/2 |, 
— $ — 3 3 0 0 0 


1 
явя 4 的 属于 ;一 9 的 特征 向 量 为 
2 


此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 es 一 
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заз, ;为 任意 的 非 零 数 。 
(2) ЖИА 的 特征 方程 为 
А-3 2 4 
2 А-6 2 
4 2 А-3 
所 以 矩阵 A ИЕА = — 2,4 =з 57. 
= 240 AFE EH QE—A)x=0,H T 


(2+2) Q—7 = 0, 


[АЕ А | 


— 5 2 4 10 =l 
—2Е – А = 2 —8 21| |0 1 —1⁄2 |, 
4 2 —5 0 0 0 


2 
1 
2 
kı а. РЕЗЕ, 
将 A: =A; =7 КЛЕНА ОЕ —A)x=0,H T 
42 4 1 372: 1 
lt 1 |- о о | 


4 2 4 0 0 0 


此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 1 二 |1 | ,所 以 矩阵 4 的 属于 1 二 一 2 的 特征 向 量 为 


==] 


==) 
авлняннанял | 2 |e- 0 | ,所 以 矩阵 4 的 属于 :一 Ms 一 7 的 特征 向 
0 1 


量 为 
kz a, k; аз, ks ,Rs 不 全 为 零 。 


G) 矩阵 4 的 特征 方程 为 

А+1 一 1 0 
4 2—3 0 
—1 0 24-2 

所 以 矩阵 A 的 特征 值 为 41 二 Xs 二 1,4s 二 2。 
将 À =: =1 代入 线性 方程 组 QE —A)x=0,H T 


2—1 0 
> 中 
=ї "g =i 

=i 
канлашвшина |: 


1 
kas 和 为 任意 的 非 零 数 。 


将 À =2 代入 线性 方程 组 (下 一 人 A)x 一 0, 由 于 
1 0 0 
= [ 1 "| 
0 0 0 


Q—1Q —2) = 0, 


lAE—A| 


1 0 1 
E—A= 0 1 2j, 
ооо 


„ТДИ А 的 属于 31 二 二 1 的 特征 向 量 为 


з —1 0 
2Е—А = 4 —1 0 


= 0 0 
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0 
0 
1 
ааз, 上 为 任意 的 非 零 数 。 

评注 (1) 由 例 5.1(1) 可 见 , 当 方 阵 的 特征 根 是 单 实 根 时 ,每 个 特征 根 只 对 应 一 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 。 

(2) 由 例 5.1(2) 和 例 5. 1(3) 可 见 , 当 方 阵 的 特征 根 是 二 重 实 根 时 ,特征 根 所 对 应 的 线性 
无 关 的 特征 向 量 有 所 不 同 。 在 (2) 中 ,4 二 Xs 二 7 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 在 (3) 中 ,一 
4 二 1 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 具 体 原因 可 参见 定理 5. 6。 

(3) 不 是 所 有 的 实 和 矩阵 都 有 实 特 征 值 。 例 如 ,矩阵 ® и 在 实数 域内 没有 特征 值 ， 
在 复数 域内 的 特征 值 为 X11 二 i,X, 二 一 1:。 本 书 中 只 在 实数 域内 讨论 方 阵 有 特征 值 的 情形 。 

类 似 地 , 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 : 


此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 :一 | 0 | ,所 以 矩阵 4 的 属于 hs 一 2 的 特征 向 量 为 


3 i 3 0 0 2 —1 2 
a) j i} (2y 1 一 3 2 0 | (3) 5 —3 3 | 
2 0 一 3 = 0 —2 


题 型 2 利用 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 及 定理 计算 或 证 明 
0 0 1 
a 1 b 
1 оо 

分 析 易 见 ,矩阵 的 特征 值 与 a 与 4 无 关 。 依 题 意 ,根据 定理 5.1 求解 。 

解 ”不 难 求 得 |XE 一 A|= 二 (4 一 1)? (十 1) ,所 以 A 的 特征 值 为 41 二 Xs 二 1,4s 二 一 1。 

由 于 不 同 的 特征 值 对 应 的 向 量 线性 无 关 , 所 以 若 4A 有 З 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 则 对 应 
1 二 4 二 1 应 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,从 而 RCE 一 A) 二 1。 由 
1 0 一 1 1 0 一 ! 
—a 0 =)= 0 0 atb 
—1 0 1 00 0 
知 , 当 a 二 5b 二 0 时 ,R(E 一 A) 二 1。 因 此 , 当 a 二 b= 二 0 时 ,A 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

类 似 地 ,求解 下 列 问题 : 
2 0 
3 3 
0 0 
1 —3 3 
3 a 3 
6 —6 b 

例 5.3 itn ЙК А WEA? —3A+H2E=0, REE A 和 2А: ЗЕ 的 特征 值 。 

分 析 ”将 等 式 因 式 分 解 ,然后 利用 定义 5. 2 讨论 :也 可 以 利用 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 
求解 。 


例 5.2 ЖИА 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 求 a 与 5 应 满足 的 条 件 。 


Е—А= 


3 


(1) EWW A= 只 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 求 a 的 值 。 


w A 


(2) 设 和 矩阵 4 一 有 特征 值 M; 一 一 2 ,一 4, 试 求 参数 a,b 的 值 。 
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解 法 一 由 A 一 34 十 2E==0 可 知 ,(E 一 A)(2E 一 A) 二 0, 在 等 式 两 边 取 行列 式 , 于 是 有 ， 
IE 一 A1|2E 一 A|= 二 0, 即 |E 一 A|= 二 0 或 |12E 一 A| 二 0。 由 定义 5.2 知 ,矩阵 A 的 特征 值 为 1 或 2。 


由 矩阵 的 特征 值 的 性 质 3 和 性 质 5 可 知 ,矩阵 24-: 十 3E 的 特征 值 为 之 十 3, 即 5 或 4。 
法 二 设 ) 是 矩阵 4 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 x。 由 拢 阵 的 特征 值 的 性 质 3 和 性 质 


(A? — ЗА + 2Е)х = Ах — ЗАх + 2Ех = Q2 — 3А +2)x = 0, 

(24-: + 3E)x = (2+) = 0. 
HFE А*—34+2=0 可 以 求 得 ,矩阵 4 的 特征 值 为 *=1 或 4=2; 由 第 2 个 方程 可 知 ,矩阵 
2A 1! 十 3E 的 特征 值 为 2-3,8) 5 或 4。 


类 似 地 ,可 以 解答 下 列 问题 ， 

(1) ЖЖ A 满足 4: 一 已, 证 明 : 3E—A 可 逆 。 

(2) ЖА Nn 阶 方 阵 。 若 A WERA =A ШЕН: G) А 的 特征 值 只 可 能 是 0 或 1; 
(1) A 一 3E п], 


3 2 2 
例 5.4 已 知 4=|2 3 2|, 求 4 的 伴随 矩阵 4* 的 特征 值 。 
b 2 8 
分 析 若 通过 求 出 A 的 各 个 元 素 ,再 求 4 "的 特征 值 , 计 算 量 较 大 。 可 以 利用 矩阵 的 特 
征 值 的 性 质 6 计算 。 
解 容易 求 得 
А-3 一 2 一 2 
| Е—А | 2 4—3 2 Q —12⁄4—7 = 0, 
—2 —2 А-3 


所 以 矩阵 A 的 特征 值 为 1.1,7, 且 |4|=7。 根 据 矩 阵 的 特征 值 的 性 质 6, 即 若 数 是 可 北方 
PEA 的 特征 值 , 则 Al ш A 的 伴随 矩阵 A" 的 特征 值 ,于 是 A 的 特征 值 为 1,1, 


7 

7,7,1 

类 似 地 ,求解 下 列 问题 : 
12-1 
231 
I Tp 2 

(2) A Hn Ey .ААТ=Е,|А|<0„ R7) * 的 一 个 特征 值 。 

例 5.5 设 三 阶 奇异 矩阵 A 的 特征 值 分 别 为 1 8L2,B—=A —2A+3E, Ж|В|. 

分 析 由 定理 5. 2 知 ,奇异 矩阵 一 定 含 有 零 特征 值 ;利用 和 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 求 B 的 
特征 值 ,再 利用 定理 5. 2 计算 1B|。 

解 ”由 定理 5.2 知 ,奇异 矩阵 一 定 含有 零 特征 值 。 又 因为 A 是 三 阶 和 矩阵 ,于 是 A 的 特征 
值 分 别 为 0,1 和 2。 由 和 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5: 即 矩阵 与 矩阵 的 多 项 式 的 特征 值 之 间 的 关系 


(1) 已 知 4 一 ЖА 的 伴随 矩阵 4 ”的 特征 值 。 
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可 知 ,B 的 特征 值 分 别 为 
œ —2X0+3=3, 1*—2х1+3=2, 2—2х2+3=3.„ 

由 定理 5.2 Ф.|В|=3Х2х3=18.„ 

类 似 地 ,求解 下 列 问 题 : 

(1) Ж A 为 三 阶 方 阵 , 其 特征 值 为 1, 一 2, 一 2。 求 14 一 3A4? 十 24|。 

(2) 设 4 为 三 阶 方 阵 , 其 特征 值 为 2, 一 2,3。 求 |A* 一 24 十 2E|。 

例 5.6 А Уп 阶 方 阵 。 若 存在 正 整 数 m, 使 得 A” 二 0, 则 称 4 JEFE., ШЕН}. 
ЖЕРИН И: ҮЛЕ [Н 4 07 E. 

分 析 “利用 矩阵 的 特征 值 的 性 质 4 证 明 。 

证 AEA 的 任 一 特征 值 ,x 是 A 的 属于 4 的 一 个 特征 向 量 , 则 x0, Н Ах=Ах, H 

”一 0 可 得 ,4"x 一 M"x 一 0。 因 为 x 天 0, 所 以 人 一 0。 证 毕 

类 似 地 ,解答 下 列 问题 : 

(1) ЖА Hn 阶 方 阵 , 且 (A 十 E)"==0, 其 中 以为 正 整 数 ,证 明 : A 可逆 。 

(2) BERA Aade A 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 分 别 为 a ,as 。 用 反 证 法 证 
HH: ai 十 wz 不 是 4 的 特征 向 量 。 

例 5.7 设 A 和 B 是 两 个 n 阶 方 阵 ,B 的 特征 多 项 式 为 fQ)。 证 明 : fA) 可 逆 的 充 要 
条 件 是 B 的 任 一 特征 值 都 不 是 A 的 特征 值 。 

分 析 利用 和 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 证 明 。 

证 BERE B 的 特征 值 分 别 为 pa ,ps ，… opn WA 

fA) = А ш) A — p) A ра) o 


所 以 
f(A) = (A — m E) (A — mE) (А — Е). 
于 是 
fA) TŽ | fA) |Z 0 
Ə |A— mE || A— Е |+ | A— „Е |Z 0 
S |A— Е |Z 0, = 1,2,---,п 
Spa sper ,pn 均 不 是 A 的 特征 值 。 证 毕 


类 似 地 ,可 以 证 明 : 一 非 零 向 量 x 不 可 能 是 矩阵 A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 。 
“ 例 5.8 设 4 улп 阶 实 方 阵 ,A47=E,|A| 二 0。 求 (4-!')* 的 一 个 特征 值 。 
分 析 由 于 (4 一) 一 (4 )71, 故 可 先 根据 等 式 AAT=E 计算 А 的 特征 值 ,再 利用 性 质 
6 计算 А" 的 特征 值 ,最 后 根据 性 质 3 计算 (4* ) 的 特征 值 。 
解 因为 4AA7 一 E, 有 |A|?==1, 即 |4|= 土 1。 由 条 件 |4| 二 0, 可 得 |4|= 一 1。 进 而 
|A+E| = |А +447| = |А(Е+А?) | = |A| |СА+Е)Т| |A +E]. 


一 让 
— | 


1 是 4 的 


故 |4 十 El 一 0, 即 4 一 一 1 是 A 的 一 个 特征 值 。 因 此 ,由 性 质 6 知 ,| 人 | 
个 特征 值 。 从 而 ,1 是 CA 1) = 二 (4“ ) 1! 的 一 个 特征 值 。 


5.1 —— o) 
四 、 课 后 习题 选 解 


1. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 


4 6 0 
C= -5 Oji (2) 
一 3 —6 1 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 1 。 
解 (1) 矩阵 A 的 特征 方程 为 
А-4 —6 0 
|[Е-А|=| 3 2+5 0 |=Q-1D:GQ+2 = o, 
3 6 А-1 
所 以 矩阵 А 的 特征 值 为 A1 二 Xs 二 1,4; = —2, 
# A=, =1 代入 线性 方程 组 (UE 一 A)x= 二 0, 由 于 


—3 —6 0 1120 
| 3 6 | 上 0 | 
з 60 0 0 0 
=й 0 
ratraansents | [rman en 
0 1 


һа+Ёа:, skz 为 不 全 为 零 的 数 。 
将 ja 一 一 2 代入 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0, 由 于 
0 1 
1 a} 
0 0 


—6 —6 0 
-| 3 中 | 
з 6 =3 
=j 
nant 
1 


е о о о 
о н о о 
о о н о 
о о о н 


1 
0 
0 


此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 as 一 


һа, 上 为 任意 的 非 零 数 。 

(2) 矩阵 A 的 特征 方程 为 
à 0 0—1 
о 4—1 0 

ІАЕ А |= = (4—1) (2+1) = 0, 
0-1 aà 0 
—1 0 0 à 
所 以 A 的 特征 值 为 X41 二 Xs =1, 二 A 二 一 1。 
ЖА =k =1 代入 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0, 由 于 


1 0 0—1 10 0—1 
о 1—1 0 01-—1 0 
E—A= 一 
0—1 1 0 оо 0 0 
—1 0 0 1 оо о о 


& 方 阵 的 特征 值 .相似 与 对 角 化 


0 1 
1 0 
此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 ai 一 a 
0 1 
һа+ а, 其 中 ,ks 为 不 全 为 零 的 数 。 

将 二 入 二 一 1 代入 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0, 由 于 


—1 0 0—1 iooi 
0-1-1 0 бл 4 Ó 

—E—A= 
0-1-1 0 оо о о 
—1 0 0—1 оо о о 


0 = 


此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 @, 一 С = н ,所 以 矩阵 入 的 属于 4 一 4 一 一 1 的 特征 向 量 为 


0 1 
和 as as 十 Ri et， jt kok 为 不 全 为 零 的 数 。 
Я 0. p 
2. seiaesan-esemaea-| 3 en. 
VL 
分 析 利用 人 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 建立 方程 ,进而 求解 。 
Tı 
解 法 一 Eanri nmenns e[n aamen 
T3 
TI 十 Tz 十 X3 = t, 
(=i tam tans =a 
zx Hax: + z; = zs, 
M а=1. 
法 二 因为 1 是 A 的 特征 值 ,由 定义 知 ,|E 一 A| 二 0, 解 得 a 二 1。 
3. FK A WA 的 一 个 特征 值 , 证 明 : ЖАА K RA 的 特征 值 。 
分 析 利用 矩阵 的 特征 值 的 定义 和 算 阵 乘法 的 运算 法 则 验证 。 
证 设 x 是 A 的 属于 4 的 特征 向 量 , 则 xZ0 Н Ax 一 Xx。 于 是 
(kA)x = k(Ax) = kQx) = (А )х, 
ЖТ kà E RA 的 特征 值 。 


4. 证 明 : E = ЖЖ ЕЕЕ ЖИА 8 92 LATE; F = f EW ОЕ 2 3 at АЖИ n E, 


分 析 利用 定义 5.2 验证。 
证 记 上 三 角 人 矩阵 形 式 为 


an aiz Ain 
0 az азм 

А = С ， 
0 0 == a, 


则 有 


| ЖЕ—А |= Q—an)Q — az) Q —a,,), 


所 以 an saz sam A 的 特征 值 , 即 上 三 角 和 矩阵 的 特征 值 是 其 对 角 线 上 的 元 素 。 


同 理 可 证 ,下 三 角 算 阵 的 特征 值 是 其 对 角 线 上 的 元 素 。 


， 所 以 矩阵 和 的 属于 41 一 Xz 二 1 的 特征 向 量 为 


ж # 


证 毕 


5.1 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 4) 


а 1 b 

5. | 1 2 4 н» 3, 行 列 式 的 值 为 一 24, 求 a,b 的 值 。 
_ 1 = 

分 析 根据 方 阵 的 迹 和 行列 式 建立 线性 方程 组 ,然后 求解 。 

解 由 题 意 得 


tr(4) 一 ea 十 2 十 (一 1) = 3, 
аа иза =— 24, 
解 得 a 一 2,0 一 一 3。 
6. ЖА Улп 阶 方 阵 , 且 |A 一 A*| 二 0, 证 明 : 0 与 1 至少 有 一 个 是 A 的 特征 值 。 
分 析 利用 方 阵 行列 式 的 性 质 3 将 等 式 |A 一 A* | 一 0 变形 ,然后 利用 定义 5.2 证 明 。 
证 因为 0 一 |4 一 42: | = |А1Е-А|, Д |A| = 二 10E 一 A|=0 或 |E 一 A|= 二 0, 即 0 与 1 至 少 有 一 个 是 
A 的 特征 值 。 证 毕 
7. ЖАЯВ WE n 阶 方 阵 ,2n 分 类 对 角 阵 C= s) 的 特征 值 与 A 和 有 B 的 特征 什 有 什么 关系 ? 
分 析 利用 定义 5.1 求解 。 
解 设 A 的 特征 值 为 A1 ,Xs，…,A,，, 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 x1 ,xs，"…，,x,，,B 的 特征 值 为 pa spe ott spins 
对 应 的 特征 向 量 分 别 为 ,ys。，…，,y,。 验 证 可 得 ,对 i 二 1,2,…,n, 有 


JG) (U). 
all ls (ab) 


A 0 
cr 人 z) 的 特征 值 为 Ai ,hz stt sÀn зра spo s**t spn o 


Саев) 
1. 令 A 为 n ИУ. ЖАНЕТ A 32 fa @ Жа, Й:а ЖА ЮН, 3: B n # Ша = 


(1,1,…,1)" 是 和 4 的 属于 特征 值 a 的 特征 向 量 。 
分 析 利用 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 证 明 。 


证 依 题 意 , 设 
ап аг а 
АЕ а 8 азм А 
аһ аю ** аы 
Ж an Баг + Баһ 二 a(i 二 1,2,…,n)。 根 据 人 矩阵 的 乘法 法 则 ,不 难 验 证 
an аш * аһ 1 an Har + +a, 1 
an аз +" аһ 1 | _|аа+аа++°+аһ е 1 
аа аш "ат 1 аа Han 十 … 十 am 1 
根据 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 ,& ЖА ИРЕШ. B n # El Ва (1,1,---,1)7 ЖА f É + $ fE të 
a 的 特征 向 量 。 E IE 


2. 设 A 为 n 阶 方 阵 。 证明; 存在 正 数 T, 3 >T H, AHE 可 逆 。 
分 析 利用 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 给 出 AHE 的 特征 值 ,再 根据 定理 5.2 进行 讨论 。 


第 5 章 方 阵 的 特征 值 .相似 与 对 角 化 


证 设 4 的 特征 值 为 hi Azot sàn ДАТЕ 的 特征 值 为 ;十 ts 十 t,… sA tte Ж T= тах |à; | + R] 
t>T H AHE 的 特征 值 全 大 于 零 。 由 定理 5.2 知 ,矩阵 A 十 志 TŽ. 


;2 方 阵 的 相似 年 阵 及 对 角 化 


一 、 知 识 要 点 


定义 5.3 设 4 与 了 是” 阶 方 阵 。 如 果 存 在 可 逆 和 矩阵 已 ,使 B— P AP, КА УВ 
相似 。 

两 个 常用 运算 表达 式 : 

(1) P''!ABP=(P'!AP)(P '!BP); 

(2) P (kA +IB)P=kP APIP BP, 4P k,l ERL 

事实 上 , 方 阵 的 相似 关系 是 同 阶 和 矩阵 之 间 的 一 种 等 价 关 系 , 即 方 阵 的 相似 关系 具有 反 身 
性 、 对 称 性 和 传递 性 。 此 外 ,相似 矩阵 还 有 下 列 简单 性 质 。 

性 质 1 车 4 与 B 相似 , 则 A УВ 的 行列 式 相等 , 即 |4|=1B|。 

性 质 2 тА УВ 相似 , 则 A 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 ,从 而 А 与 B 有 相同 的 特 
征 值 。 

性 质 3 ЖА УВ 相似 , 则 A 与 B 有 相同 的 迹 , 即 tr(4) 一 tr(B) 。 

性 质 4 Æ A 与 对 角 和 矩阵 相似 , 则 对 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 特征 值 ,也 就 是 
说 , 若 4 与 diag( „Ао, "== sAn) 相似 , 则 hs ,是 4 的 特征 值 。 

需要 特别 注意 的 是 ,有 相同 特征 多 项 式 的 两 个 矩阵 不 一 定 相 似 。 例 如 


T 1) 和 в= [| М! 
0 1 11 


现在 的 问题 是 ,给 定 的 方 阵 A 在 什么 条 件 下 与 一 个 对 角 和 矩阵 相似 ? 若 A F X А: 
阵 , 则 称 4 为 可 对 角 化 矩阵 。 

定理 5.5 ФА уп KIE. А УХЕ D= diag Azs А) 相似 的 充分 必要 条 
件 是 : A 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

推论 ФА уп 阶 方 阵 。 若 A 有 nn 个 不 同 的 特征 值 , 则 它 一 定 相 似 于 对 角 和 矩阵 。 

定理 5.6 ФА уп ir. ME A 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 一 个 n, 
重 特征 值 4;EP, 都 有 RG(iE 一 A) 二 n 一 ni;, 即 线性 方程 组 (XE 一 A)x==0 的 基础 解 系 所 含 向 
量 的 个 数 等 于 特征 值 4; 的 重 数 。 

特别 地 ,如 果 ;是 和 矩阵 A 的 ni; 重 特征 值 , 则 称 wi; 是 特征 值 4; 的 代数 重 数 ;对 应 于 4; 的 线 
性 方程 组 Q.E—A)x=0 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 称 为 A; 的 几何 重 数 。 因 此 定理 5.6 也 
可 以 叙述 为 : 方 阵 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 : A 的 每 个 特征 值 的 代数 重 数 等 于 对 应 的 
几何 重 数 。 

下 面 介绍 如 何 将 方 阵 4 对 角 化 的 方法 , 即 : 

第 一 步 ” 求 出 4 的 所 有 的 特征 值 ha А.е А, (sn); 

第 二 步 ” 求 出 特征 值 1;G 一 1,2,…,s*) 对 应 的 线性 方程 组 QUE — A)x=0 的 基础 解 系 ， 
即 特征 值 ,Xs,… ,4 所 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 。 设 它们 依次 为 


5.2， 方 阵 的 相似 矩阵 及 对 角 化 45 


аз 54257-54, В. .В эВ, У, 
ЖР nt To: T, Sn Æ itt + +, =n, HEM 5. 6 知 ,矩阵 4 可 对 角 化 ; 若 п-+ 
已 十 … 十 二 <2, 则 4 不 能 对 角 化 。 

第 三 步 ” 若 矩阵 4 可 对 角 化 , 令 
P = (aa au， 有 pp УУ ), 
则 
РАР = Д, 

其 中 A НИЕ, HA 的 对 角 线 上 的 元 素 为 4 的 特征 值 ,它们 依次 对 应 于 线性 无 关 的 特征 
Hita ,az ,，… в, В.В. В. ваг ГА 


=. 疑难 解析 


1. WA Jn 阶 方 阵 。 如 果 存 在 可 逆 阵 了 ,使 得 P АР авл, Azs An) ,那么 矩阵 书 
是 唯一 的 。 这 种 说 法 是 否 正确 ,并 说 明理 由 。 

答 错误 。 和 矩阵 己 不 是 唯一 的 。 注 意 到 ,矩阵 P 的 列 是 由 4 的 特征 值 Ао нее А, 所 
对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 组 成 ,然而 特征 值 对 应 的 特征 向 量 不 是 唯一 的 ,因此 已 不 是 叭 
一 的 。 

2. 举例 说 明 特征 值 完全 相同 的 两 个 矩阵 不 一 定 相似 。 


1 0 0 1 0 0 
答 ”例如 ,和 矩阵 4=|0 1 0| 和 B=|1 1 0| 的 特征 值 都 是 1,1,2。 容 易 验 证 , 它 
О. 0-2 0 0 2 
们 不 相似 。 


3. 方 阵 4 的 秩 等 于 其 非 零 特 征 值 的 个 数 ,这 个 说 法 是 否 正确 ? 若 不 正确 ,需要 加 上 什 
么 条 件 ? 
0 0 0 
1 0 0 
oio 
是 可 对 角 化 矩阵 , 则 它 的 秩 等 于 其 非 零 特征 值 的 个 数 。 

三 、 经 典 题 型 详解 

题 型 1 判断 矩阵 能 否 对 角 化 , 若 可 以 , 求 出 可 逆 矩 阵 P 
>Ш 1 
ї 2: Ó 
10? 

(1) ЖА 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 

(2) 判断 A 能 和 否 对 角 化 。 若 能 对 角 化 , 则 求 出 可 逆 矩 阵 忆 ,将 4 对 角 化 。 

Эіп ЛКН А 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 ,然后 根据 定理 5. 5 或 定理 5. 6 判定 。 
# A 可 以 对 角 化 , 则 矩阵 P 的 列 由 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 组 成 。 

解 (1) 矩阵 4 的 特征 方程 为 


答 不 正确 。 例 如 0 是 矩阵 4 一 的 3 重 特征 值 ,显然 R(A) 二 2。 如 果 方 阵 A 


例 5.9 已 知 A= :解答 下 列 问题 : 


& 方 阵 的 特征 值 .相似 与 对 角 化 


[АЕ —А| 


(4—1) 044—2) 4 — 4) = 0, 


ЕАУ А, =1,А4,=2,4:=4. 
ЖА =1 代入 QE—A)x=0,H+ 


= =й ={ 10 1 
Е—А = |— = 1 о — 0 1 =i j; 
= 0 =1 0 0 0 


一 1 
1 | A 的 属于 4 二 1 的 特征 向 量 为 а, ski IE REF Ж. 
1 
Ж=2 RA QE —A)x=0, HF 

—1 —1 —1 
Е 0 ДЕ 


= 0 0 


得 基础 解 系 为 mw 一 


0 0 

1 | 

0 0 
0 


Е А Й РА =2 的 特征 向 量 为 ks a, ,ks 为 任意 非 零 数 。 


1 
1 0 一 2 
-f 1 Е 
0 0 0 
2 


将 Ma 一 4 代入 (下 一 人 4)x 一 0, 由 于 
16 А ПОР Аз =4 的 特征 向 量 为 ks аз ,ks 为 任意 非 零 数 。 


1 
0 
0 


4E—A= 


ї =й = 
基础 解 系 为 es = 
1 


—1 2 0 
—1 0 2 

(2) 由 定理 5.5 的 推论 知 ,矩阵 4 有 3 个 不 同 的 特征 值 , 故 可 以 对 角 化 ;或 由 定理 5. 6 

知 , 因 为 三 阶 和 矩阵 A 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ci ,as ,as , 故 可 以 对 角 化 。 令 


=ņł 0 2 
Р = (al ,az ,as ) = 1—1 1 
1 £ 1 
则 
1 0 0 
Са 2 o} 
0 0 4 
类 似 地 ,对 于 如 下 给 定 的 矩阵 : 
1 —1 2 2 —1 2 1 2 3 
(1) A=|—1 2 3j; (2) A=| 5 一 3 3 (3) А=|2 1 | 
2 8:1 = @ =2 зз 6 


判断 矩阵 A 是 否 可 对 角 化 ? 若 可 对 角 化 , 试 求 出 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 P 'AP 为 对 角 和 矩阵 。 


5.2 方 阵 的 相似 矩阵 及 对 角 化 @ 


题 型 2 利用 相似 矩阵 的 性 质 计 算 


2 1 1 
例 5.10 已 知 4=|1 2 1|, 求 hoo。 
iig 
BDA HRAM 5. 6 ,将 矩阵 A PEEHI AERA aA A” = (PA P !)'%— 
PA VPH, 
解 矩阵 4 的 特征 方程 为 
à—2 —1 一 1 
[АЕ — А | 1 2—2 1 (А — 1)2(04— 4) = 0, 
—1 —1 А-2 


特征 值 为 A= = 1, =4, 


Hi м =1:=1 ЖА QE—A)x=0,H T 
—1 —1 —1 111 
s-a- | 一 1 -| 0 | 
一 1 一 1 —1 ооо 
1 1 
авлпаннаня | “| 0 | 
0 =1 
ЖА =4 КЛ QE—A)x=0,H + 
2 —1 —1 1 0 一 1 
в 2 -| 1 J 
—1 —1 2 оо о 
кавлпаннаналь -| | 


1 
1 
1 
1 1 1 
ЕЕ 0 中 
1 


于 是 


1 100 
4lo 一 1 1 “| =P 
4 


3 —1 0 
类 似 地 ,已 知 А=|—1 з о 
1 03 


1 4190 L 2 400 __] 4 一 1 
1 р = + 4 一 1 д% рә 40% у]. 
41% 


4 一 1 4 一 1 дю уо 


SR A 
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例 5.11 令 4 为 三 阶 方 阵 。 已 知 4 的 特征 值 分 别 为 1, 一 1,2, 且 了 =4? 一 542。 解 答 下 
列 问 题 : 

(1) Ж B 的 特征 值 及 与 其 相似 的 对 角 阵 ; (2) 求 行列 式 |B| 和 |A 一 5E|。 

分 析 利用 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 计算 B 的 特征 值 ,利用 定理 5.5 给 出 B 的 相似 对 角 
和 矩阵 ;然后 利用 定理 5.2 计算 |B| ,利用 和 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 计算 A 一 5E 的 特征 值 ,再 计 
Ж |A—5E| ,也 可 以 利用 方 阵 行列 式 的 性 质 3 和 定理 5.2 计算 |4 一 5E|。 

解 (1) 记 f(2)= 澡 一 5X*, 则 有 B= 二 f(A)。 由 和 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5, 即 矩阵 与 矩阵 的 
多 项 式 的 特征 值 之 间 的 关系 可 知 ,B 的 特征 值 为 

А = yG 4, а= fC— 1) 6, Аз = 0) 12. 

由 定理 5.5 知 ,与 如 相似 的 对 角 和 矩阵 为 
一 4 

一 6 


一 12 

(2) 由 定理 5.2 知 ,| 员 | 一)iihz)s 一 一 288。 利 用 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5, 可 以 求 得 矩阵 
4 一 5 的 特征 值 为 

和 一 1 一 5 4, pz 一 一 1 一 5 6，m 一 2 一 5 3。 

所 以 |4 一 5E|==jpzps 二 一 72。 

还 可 以 利用 方 阵 行列 式 的 性 质 3 和 定理 5. 2 计算 |4 一 5E| 。 注 意 到 

B = А? — 54? = A?’ (A — 5E). 

上 式 两 边 取 行 列 式 , 有 | 如 | 一 |4|: |A—5E|, HF |A|=1X(—1)X2 2,|B| 288, 
所 以 


| А – 5Е |=— 72. 
类 似 地 , 令 4 为 三 阶 方 阵 。 已 知 A 的 特征 值 分 别 为 2. 一 1,3, 且 В=А° — 2А ЗЕ. ft 
答 下 列 问题 : 
(1) 求 B 的 特征 值 及 与 其 相似 的 对 角 阵 ;(2) 求 行列 式 |B| 和 |A? 一 5A 十 3E|。 
例 5.12 设 三 阶 方 阵 4 与 三 维 列 向 量 w 满足 a ,Aa An 线性 无 关 , 且 Ag = 3Aa 一 
2A , 求 三 阶 可 道 矩 阵 已 及 对 角 和 矩阵 4 ,使 得 P ''AP=A 。 
分 析 利用 相似 矩阵 的 定义 和 和 矩阵 的 乘法 法 则 求解 。 


解 ” 由 题 意 可 得 
Ala „Aa A%n ) =(Aa A An) = (Аа Aa ,3Aa — 2A@ ) 
оо о 
= (а „Аа | 0 3 
0 1 一 2 


= (а ,Aa .А@)В. 
4 Pi 一 (a Aa Aa), Ма Aa ,4 线性 无 关 , 所 以 P. n] i, H. AP, 一 已 B. 即 P'AP, =B. 
容易 求 得 ,矩阵 下 的 特征 值 为 0,1, 一 3, 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
一 总 0 0 
1 1 


. 


1 


5.2 ЖЕЙН EBE ifa dr £ 


0 
P;' BP, = 1 ° 
=3 


,验证 可 知 PT APSA 。 


— 0 O 
令 P=| 2 3 一 1|, 则 有 


171 1 


4% Р=Р,Р,,Д = 1 


—3 
题 型 3 利用 相似 矩阵 的 定理 及 推论 确定 参数 
例 5.13 设 a 是 A 的 一 个 特征 向 量 ,其 中 


1 ® =] 2 
а= ‚ А= 5 а 3 |. 
=] —1 b —2 


A) R a,b 的 值 ,并 求 A 的 一 个 特征 值 ,使 其 与 特征 向 量 a 相对 应 ; 

(2) A 与 对 角 阵 是 否 相似 ? 

分 析 通过 (XE 一 A)a =0 TRH asb 及 A 的 与 特征 向 量 a 对 应 的 特征 值 ; 通 过 定理 
5.6 判断 4 是 否 可 对 角 化 。 

解 (1) АА 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 x 。 于 是 线性 方程 组 (XE 一 A)a =0 为 


A—2 1 =} 1 0 
5 А-а 3 1|= |0|。 
1 =b. 44-2) 1 0 


根据 矩阵 的 乘法 ,得 到 如 下 的 线性 方程 组 


А+1=0, А=—1, 
Fe 解 得 | 一 一 3， 


a 
А+Ь+1 = 0. b= 0. 
(2) а= —3,6=0 代入 矩阵 4, 不 难 求 得 
А-2 1 一 2 
[АЕ — А| 5 1 十 3 3 (十 1)3 = 0, 
1 0 1 十 2 
易 见 ,一 1 一 03 一 一 1, 即 矩阵 4 有 3 重 特征 值 。 由 于 


3-1 2 1:0. 1 
а 5-2 3 -f 1 Ji 
1 0 一 下 0 0 0 
不 难 求 得 ,R(A 十 E) 二 2,n 一 R(4 十 E) 二 3 一 2 二 1。 故 A 的 特征 值 4= 二 一 1 对 应 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 仅 有 1 个 。 由 定理 5.6 知 ,矩阵 A 不 能 对 角 化 。 
类 似 地 ,已 知 4 与 B 相似 , 且 
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SR x.y 的 值 及 矩阵 书 , 使 得 P APB., 
题 型 4 利用 相似 矩阵 的 定义 和 性 质证 明 
例 5.14 若 存在 可 逆 和 矩阵 己 使 得 P AP=C,P :BP 一 也 ,证 明 : 
(1) 矩阵 A+B 5 C+D 相似 ;(2) 矩阵 AB 与 CD 相似 。 
分 析 “利用 相似 矩阵 的 定义 及 矩阵 的 乘法 法 则 证 明 。 
证 (1) 不 难 验 证 
P- (4 十 B)P = РАР +P !BP = C+ D, 
所 以 A+B 5 C+D 相似 。 
(2) 不 难 验证 
P''ABP = P''APP 'BP = СО. 
所 以 AB 与 CD 相似 。 
类 似 地 ,可 以 证 明 下 列 问题 ， 
(1) 证 明 : 若 方 阵 4 与 B 相似 , 则 АТЫ B" 相 似 。 
(2) ЖА УВ 均 为 n Ж.Н А п, WEH: АВ 与 BA 相似 。 


四 、 课 后 习题 选 解 

1. 判断 下 面 矩 阵 是 否 可 对 角 化 : 
省 二 

225) 

=$ —2 3 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 9 。 
解 ERARIK EH 


[АЕ А | (4—7) (4+2) = 0, 


特征 值 为 АА =7, = —2, 
ЖжА=А=7 代入 QE—A)x=0, H + 


= 
| 小- 
0 


将 ja 一 一 2 代入 QE —A)x=0, H + 


证 毕 
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2 
| | 
2 
因此 ,三 阶 和 矩阵 人 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ai заг sas + ЖЕМ A 可 对 角 化 。 


2. 已 知 
一 2 0 0 = 60 
| | |， 中 
3 3 1 00 b 


# А 5 B 相似 , 求 a,b 的 值 及 矩阵 P, 使 得 P''AP=B. 
分 析 根据 定理 5.5 确定 a,b 的 值 。 特 别 地 ,由 相似 矩阵 有 相同 的 迹 和 行列 式 ,可 得 到 关于 a,5b 的 
两 个 方程 ,从 而 求 出 a,b М, НУВ ЯЕ, МИРНА 的 特征 向 量 构成 。 
解 容易 验证 ,一 2 是 A 的 一 个 特征 值 ,B 的 特征 值 为 一 1,2,56。 因 为 A 5 B 相似 ,所 以 它们 有 相同 的 
特征 值 , 故 5 二 一 2。 又 因为 相似 的 矩阵 有 相同 的 迹 , 所 以 
(А) 2+a+1 = tr(B) 1+2+b 1, 


可 得 а=0. 
易 见 ,4 的 三 个 特征 值 为 1: 一 一 1,Mz 一 2,hs 一 一 2, 解 得 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 


-G 


О: Жы! 
Р = (а ,аз,а;) = |—2 1 Li 


Ç. 1 1 


—1 0 O 
"| о 2 | 
0 0 一 2 
1 1-1 
3. о 0 Е 
0 — 3 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5.10. 
解 (1) EF A 的 特征 方程 为 


则 


N= =} 1 


|[ДЕ—-А|=| 0 à —1|=Q—-—1:@Q—2 = 0, 


特征 值 为 A= =1,=2, 
# A= =1 代入 QE—A)x=0, H T 


0 —1 1 «л —3 
E—A=|0 2 = Ө 20 . 
0 @ 0 0 0 
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此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 


将 ja 一 2 RA QE—A)x=0, H + 


£ = 1 10 1⁄2 
2E—A=|0 et dl r =j 
0 Ë =) 0 0 0 


此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 
=i 
-| | 

2 
5 

roi 

-ee 1 J! 

01 2 

则 


1 1 
Га 1 | m ‘| 1 | 
2 2 
1 9 1 1 29-1 1-2% 
m-f 1 F -| 1 | 2—20 | 
2 21% 0 2—2" 2%—1 


4. 设 三 阶 方 阵 A 的 特征 值 分 别 为 1,0, 一 1, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 
1 2 = 
a B: а; | J -| ' 
2 Т 2 
ЖА, 
分 析 利用 定理 5.6 的 结论 计算 , 即 A=PAP ', 


f ”由 于 矩阵 4 的 特征 值 互 不 相同 ,根据 定理 5.5 的 推论 ,和 矩阵 A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 a,， 
az ,as 线性 无 关 。 令 卫 一 (ai заг заз). РЭЖ, Аж 


1 22 
Р = 1 70:0), 
Es 2i 


1 —1 0 2 
A=P| o Р = 1 о 1 2 |. 
= 2 2 0 


5. 设 n ЙЎЕА,ВЖЕ А?'=Е,Н А УВ 相似 。 EH: BSE, 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5.14. 

证 因为 4 与 召 相 似 ,根据 相似 矩阵 的 定义 ,存在 可 逆 算 阵 P, 使 得 B—=P 'AP。 由 于 А =Е, Жї 
验证 


ҒА 


所 以 
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B: = P'1APP-1AP = Р А?Р = P EP = Е. 


1. HERAA 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 且 4 二 2 是 A 和 的 2 重 特 征 值 ,其 中 


t- =$ 1 
4 一 | z 4 ° 
= =з § 


求 可 逆 矩 阵 P, 使 P ''!AP 成 为 对 角 和 矩阵 。 


证 毕 


分 析 根据 已 知 条 件 , 先 利用 算 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 确定 x,y 的 值 , 然 后 利用 定理 5. 6 求 可 


ЖЖ Р, 


解 因为 矩阵 人 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,一 2 是 4 的 2 重 特征 值 , 所 以 4 的 对 应 于 ) 一 2 的 线性 


无 关 的 特征 向 量 有 2 个 , 故 R(2E 一 A) 二 1。 对 2E 一 A 实施 初等 行 变 换 , 有 


1 | 1 = 
2E—A š 2 у| | 0 2-2 =х+у 
3 з =s 0 0 0 


由 此 得 z==2,y=—z=—2, 4 RN A A 中 ,可 求 得 矩阵 4 的 特征 方程 为 
А—1 1 —1 
2 2—4 2 
3 3 2-5 
由 此 可 得 矩阵 的 特征 值 为 ;一 1 一 2,ha 一 6。 
对 于 hi 一 Ma 一 2，, 解 线性 方程 组 (2 已 一 A)x 一 0, 由 于 


1 1 =i L i =f 
2E—A= |—2 一 2 2=[0 0 . 
3 3 —3 0 0 0 


对 应 的 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 


ІАЕ А | (4—2) (4—6) = 0. 


ЯТА 6. ЖА УЕ Я (6E—A)x=0, H + 


8 -=f 1 0 —1⁄3 
6E—A=|—2 2 2 |= ро £ 2/3 j 
3 3 1 0 0 0 


对 应 的 特征 向 量 为 


则 
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2 0 0 
Р!АР=|0 2 0|。 
0 0 6 


A 0 B 0 
2. ЖА 5 BANA 5 Banan aatan [ Ey МЕ? 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5.14. 
证 根据 相似 矩阵 的 定义 ,由 于 A1i 与 Bi 相似 ,Az 与 Bs 相 似 , 所 以 存在 可 逆 和 矩阵 P, P, ER 


р, 0 
PT1A, P, =B, ,Pz'AP,—=B;.. + = [" м Janer paa 
; 


gs: К 0 =- Ka 0 )- к Í 
0 A; 0 P;'A; P; о B° 


因此 ,分 块 对 角 和 矩阵 [4 O) f O |жй Т 
т; P 2) [; "| s 


GE:3_ 向 量 的 内 积 


一 、 知 识 要 点 
Tı у 
定义 5.4 MEMA n 维 实 向 量 x 一 | |y=? | ,表示 式 


Tn Yn 
(х,у) = ду Базу 十 … + z,y, 
称 为 x 与 y 的 内 积 。 
内 积 是 向 量 的 一 种 运算 ,也 可 以 表示 为 (x,y) 二 x 人 y。 
S х.у.2 J n 维 实 向 量 ,4 为 实数 ,从 内 积 的 定义 可 立刻 推 得 如 下 等 式 成 立 : 
(1) (x,y)=(y,x);(2) (Ах,у)=А (х,у);(3) (xy 十 z) 一 (xy) 十 (xz)。 
定义 5.5 Ж 


1х1 = xx) = JVE FFF 
称 为 向 量 x 的 长 度 (或 范 数 ) 。 特 别 地 , 当 |x|l =1 时 , 称 x 为 单位 向 量 。 
从 定义 5.5 可 推 得 以 下 基本 性 质 。 
性 质 1 ЧЕЙ 当 x 关 0 时, |x | >0„ А x=0 nt, || xl =o, 
性 质 2 正章 次 性 | ax| 王 |A| xl ,其 中 4 为 实数 。 
性 质 3 三 角 不 等 式 |х+у1<1х1+15У1. 
性 质 4 柯 西 - 施 瓦 艾 不等式 (х.у)< Ix] + Hyl. 特别 地 ,由 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 


(х,у) = 
Tl ( . 0). 
[xl ТУЙ 151. Hyl # 


EX 5.6 # |х |1520. |у 1520. к 


5.3 а 向 量 的 内 积 人 


(х,у) 
0 = arccos q0 “ү Г 
arccos Ту. Ту 


称 为 向 量 x 与 y ЗЕ. #7 (х,у) =0. ШИ х Ууу EZ. 

显然 ,n 维 零 向 量 与 任意 维 向 量 正 交 。 

定义 5.7 对 于 给 定 的 非 零 向 量 组 a ,as ,… a, : 若 向 量 组 中 任意 两 个 向 量 都 正 交 , 则 称 
该 向 量 组 为 正 交 向 量 组 。 

定理 5.7 若 n 维 非 零 向 量 组 gi ,as,…,a, 为 正 交 向 量 组 , 则 它 一 定 是 线性 无 关 向 
量 组 。 

格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 , 设 向 量 组 gi ,as,… ,a, 线 性 无 关 , 将 其 转换 为 正 交 向 量 组 的 
具体 步骤 如 下 。 


令 


В = а. 


В.а) 
В. а рду 


(В. ,a,) (В, ,a,) Е. (Biva) 
В.= а, (8..B.> B. (В. .В.) в <В...) Bn. 
容易 验证 ,向量 组 B, ,B,,…,p, 中 的 向 量 两 两 正 交 。 


进一步 地 ,还 可 以 将 向 量 组 B ,B,,…,B, 单位 化 , 即 


т=т а Г 1 A Г Т f Te 
BE ht lm ,加 ，… ,为 标准 正 交 向量 组 。 
定义 5.8 如 果 方 阵 4 WE АТА=Е ( 即 А =АТ), WEKA 为 正 交 矩阵。 
由 于 ATA 二 E, 两 边 取 行 列 式 得 到 [АТ | |А| = |Е|.Ш |4|: 一 1。 这 表明 , 若 4 为 正 交 
Ж.Ш |4|= 土 1。 


=. 疑难 解析 


1. 若 方 阵 4 的 行 向 量 组 是 标准 正 交 的 向 量 组 , 则 А 是 否 为 可 逆 矩 阵 ? 是 否 为 正 交 
和 矩阵? 
答 ” 依 题 意 , 若 4 的 行 向 量 组 是 正 交 的 单位 向 量 组 ,将 矩阵 A 用 行 向 量 组 al ,as sa, 


а 
w a һ Eji 

表示 , 即 A = ‚Н (a a T) 一 (6;), 其 中 s= | 20,3 1,2,5, п). AA 
i 0, 15] 
а, 

а 

和 afa] зат) Е.Н ААТ Е.Е А 是 可 道 矩 阵 , 同 时 又 是 正 交 和 矩阵。 特别 地 ， 

а, 


这 个 结论 说 明了 正 交 和 矩阵 对 列 向 量 组 成 立 的 结论 对 行 向 量 组 也 成 立 , 即 АТА SAAT =E. 
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2. 2 A.B 分 别 为 加 阶 入 MEZER. (o a 是 否 为 正 交 矩 阵 ? 


答 в) EEZP, IR EOF 26 5EPE0U E Ж. ABIN m MAn MERK 


阵 , 则 有 AASE, F BBT 一 已, 。 根 据 分 块 窍 阵 的 转 置 和 乘法 ,有 
арача а в s 
Саз о вт) \ о pr) (0 EJ 

所 以 Ë p) REER 

О) Р 
三 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 利用 正 交 向 量 组 的 信息 计算 


1 1 
0] 5.15 E Жа, = |1 |+, = 1 | 1Е5.0— 03216 Жаз, fË аааз 两 两 
1 0 
正 交 。 
分 析 由 向 量 的 正 交 关系 建立 齐 次 线性 方程 组 ,然后 求解 此 线性 方程 组 即 可 。 
Tı 
Фа = | x: |。 依 题 意 ,由 aTas =0.аза, =0 可 得 如 下 的 齐 次 线性 方程 组 
T3 
EA 
( Т, | | (0) 
z | = 
= 1 0 0 
28 
一 1 =] 
不 难 求 得 基础 解 系 为 | 一 1 |。 取 a; = -i 即 为 所 求 。 
2 2 
类 似 地 ,解答 下 列 问题 : 
1 
(1) а = |1 | RANER а ,as ,使 得 ci ,az ,as 为 正 交 向 量 组 。 
1 
1 1 =! 
0 =} 1 
(2) Е.а, K ope К ,向 量 B 与 a1 ,az ,as 均 正 交 。 求 向 量 B 。 
1 1 0 
题 型 2 ”利用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 将 向 量 组 标准 正 交 化 
$ Ë =] 


0 = I Pa 
а; а; 标准 正 交 化 。 
ТЕ! 0 1 
1 £ 0 


01 5.16 将 向 量 组 a, 


解 ”根据 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 公式 ,有 
1 


5.3 向 量 的 内 积 а 


| 0 (Bi sas) = 2 0 к= 
й=а=|_)|, B= atanp. ol 3|- 
1 1 1 
| 
(Bi -аз) (B. -аз) 1 3 
В ару (в ву 55| ,| 
4 
再 将 向 量 组 B, . 8, „В. 单位 化 ,可 得 
1 1 =j 
_— B _5| ° -A _/15|$ -B _v35| 3 
w TAT 3 |- TTR 15 | 2 ® ТВ 3 | 3 
1 1 4 
1 一 1 1 š 
1 0 1 о| 
ЭДИ На 一 | ， аа) аа] раа | 标准 正 交 化 。 
1 1 0 0 
题 型 3 利用 正 交 矩阵 的 定义 计算 或 证 明 
© 1 0 
815.17 Rabe 的 值 ,使 得 矩阵 |” ° © | 为 正 交 矩 阵 。 
ьо 1 
2 
分 析 ”利用 正 交 和 矩阵 的 定义 求解 。 
解 (1) НАТА =Е 可 得 
а +b = 1, 
a ++ = 0, 
++ 1. 
j pä V3 V3 V3 Уз 
解 得 a r> b 2 c 土 -> а 4 2 © +> BB 
0 1 0 0 1 0 ~ f 0 0 1 0 
1 V3 1 УЗ 1 V3 1 Уз 
2 9 |, 2 9 2 z 52| x 2 ° 2 |. 
3. 1 УЗ 1 V3 1 Уз 1 
2 这 2 0 2 2 ° 2 2 9 2 
KMR a,b,c ОВ 0 
€ 


@ 第 5 章 方 阵 的 特征 值 、 相 似 与 对 角 化 


例 5.18 А ЛЕЗДЕ. ПЕНЯ: 和 矩阵 一 A,A"' A? ,A ',A" 均 为 正 交 和 矩阵 。 
分 析 “利用 正 交 和 矩阵 的 定义 АТА=Е 证 明 。 
证 因为 A 为 正 交 矩阵 ,所 以 АТА=ААТ=Е„ FE 

(一 47)( 一 4) = ААТ = Е, 

(АТ)ТАТ = ААТ = Е, 

(А? )ТА? = АТАТАА = АТ (АТА)А = АТА = Е, 

(Ат! ТА"! = (АТ) '47! = (ААТ у! = E” – Е, 

(А')ТА" = (1А | A`)" (|А |А) = |А [Е = Е. 

ШЕЕ А ,АТ,А?,А 1 ,A* ЕЕ. 证 毕 

类 似 地 ,证 明 下 列 问题 ， 
(1) 设 A1 ,As,… An 都 是 n MEZE., WEHA: 矩阵 A,4*…4。 也 是 正 交 和 矩阵。 
(2) Ë А 是 实 对 称 和 矩阵 ,已 是 正 交 和 矩阵。 证 明 : 矩阵 B= P AP 也 是 实 对 称 矩 阵 。 
例 5.19 ЎА ЕЖЕ. H |A|=—1, WHA: 一 1 是 矩阵 4 的 一 个 特征 值 。 
分 析 利用 和 矩阵 的 特征 值 、 正 交 和 矩 阵 的 定义 及 方 阵 行列 式 的 性 质 3 证 明 。 
证 不 难 求 得 


| Е+А |=| АТА +A |=| (MAT+E)A|=|AT+E|I|A|=|A+E||A| |E+A |. 
所 以 21Е+А | =0. В |Е+А|=0„ {Ж ЖЯ PERA EIERE X 5.2, 一 1 是 4 的 一 个 特征 值 。 
证 毕 


0] 5.20 设 列 向 量 a їй Шата =1. 4 Н=Е— 2 аа" „ШЕН: 

(1) н =н; (2) H 为 正 交 和 矩阵 ; G) IB|=—1. 

分 析 ARDERI PRAE ИЕ TE SEAE PE HY АЕ ЖОЖ E ЕП) — Жа PEPA UEH o 

证 〈1) 根 据 对 称 矩 阵 的 定义 ,有 

Н” (Е – 2 аат)" = E—2 (аат)! = Е – 2 аа! = Н. 
(2) 根据 正 交 矩阵 的 定义 ,有 
HTH =(E — 2 aa")" (下 一 2aaT) = Е —2aa!— 2 aa! 4 aa'aa" 
一 已 一 2aaT 一 2aa7 十 4a (ala ) a= Е—2аа'—2аа'+4аа"= E, 

(3) 法 一 ”由 a'a =1 可 知 , (aa! )а =a (aa!)=1 а. 1 аа" 的 特征 值 ; 另 
一 方面 ,由 于 aa" 是 对 称 和 矩阵 , 且 Raa7) 王 1, 所 以 矩阵 aaz 只 有 一 个 非 零 特 征 值 1, 其 余 特 征 
值 均 为 零 。 根 据 矩 阵 的 特征 值 的 性 质 5 ,矩阵 H=E—2 аа" 的 特征 值 为 一 1,1,…,1, 根 据 定 
理 5.2 有 ， 


| H |= 0) х1х х1 =-1. 


Uz je ee 
[6 1) Ü a) 


等 式 两 端 分 别 求 行列 式 ,可 得 | 下 一 a87|=1 一 pra 。 令 B =2 а 即 可 得 到 |H|== 一 1。 证 毕 


法 二 由 于 


5з ARHAR а 
四 、 课 后 习题 选 解 


Gem 


1. 已 知 


解答 下 列 问 题 : 

(1) Ж <а,8);02) Ж 1а 11,18 ll; Ra 与 B 的 夹 角 ;(4) R (a 十 B ,a 一 2B)。 

解 (1) 8,8) =1х2+0х1+2х2+1х3=9; 

(2) |a | = (аза) = VFO 22146, || p | = У.) = /2#+1°+2#+3®=з/2; 
(a B) 9 V3 т. 

ЇаЇЇВЇ xa 2 6' 

(4) (а+В,а—28›=‹а,а)—‹(а,В8›—2‹8,8›=6—9—2Хх18=—39„ 


1 1 
2. еж Жа -| -= 
1 1 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 15。 


(3) cosb 


， 故 0 


， 求 一 个 非 零 向 量 as ,使 ai ,as ,as 两 两 正 交 。 


Tı 
解 9 要 使 ai ,az ,as 两 两 正 交 , 则 
T3 
《alyas ) = m Hx: +z; = 0, 
人 = m, — 2r: + z; = 0, 
= =f 
不 难 求 得 ,此 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 0 |. em ] 即 可 。 


4 
3. 将 下 列 向 量 组 化 为 标准 正 交 向 量 组 : 


—1 1 1 1 1 1 
1 |,аг= | 一 1 |,аз = 1,0) а = | —1 wa, = |0 |,e, = | —1 |. 
1 1 = 0 1 1 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 16 。 


=1 1 =j 2 
解 (1) pa | 中 Е ар BE ] 中 中 
1 1 1 4 
1 
(Ba). (Be as) 
Pee аА аА BI 
0 


再 将 向 量 组 B B. ,Bs 单位 化 ,可 得 


=1 1 1 
_— Bb М3. В 6 В: V2 
f° ТАТ з | | ъ= тв, 6 | | t= TAT 2 BI! 


1 


О) а = 


& 方 阵 的 特征 值 、 相 似 与 对 角 化 


š 1 1 z 
(0) В =а | 中 g ад b | ] fi} 
0 1 0 2 


== | 
_ <В. ,a;) (B: ,аз) 1 
B. =a р.в) (р, BDP: 中 | 


再 将 向 量 组 Bi,B, ,Bs 单位 化 ,可 得 


1 1 一 1 
ГА ГАШ 
| = ТАТ 6 |} ъ= Tp, l | | 
0 2 1 


4. 判别 下 列 矩 阵 是 否 为 正 交 矩阵: 
1 —1⁄2 1⁄3 1/9 一 8/9 一 4/9 
O É 1 ah ШЕ: 1/9 чә) 
13 1⁄2 一 ! —4/9 —4/9 17/9 
分 析 利用 正 交 和 矩阵 的 定义 АТА=Е 及 性 质 判 别 。 
解 (1) 易 见 ,矩阵 A 的 第 一 列 不 是 单位 向 量 ,因此 A + 2 E % EB, 
(2) 由 于 
1/9 一 8/9 一 4/9 1/9 一 8/9 一 4/9 1 0 0 
wa- -us 1/9 -in m= 1/9 串 -| 1 中 
一 4/9 一 4/9 7/9} —4/9 一 4/9 17/9 0 0 1 
所 以 矩阵 A 3 E 2 E, 


1. ЖАЗ ЖА ЖЕЖ,Н Ж Ж A +4A+3E=0, ЕЙ: ЖЕ 4 十 2E 为 正 交 人 矩阵 。 
分 析 根据 目标 矩阵 AHE, HER A°+4A+3E=0 变形 进行 证 明 。 
证 由 人 是 对 称 和 矩阵 可 知 , 易 证 A 十 2E 也 是 对 称 和 矩阵 。 根 据 等 式 A? 十 44 十 3E 二 0, 不 难得 到 
(A+2E)T(A+2E) = (A+2E)(A+2E) = А? +4A+ 4E = А? +4A+3E+ E = Е, 
所 以 A 十 2E 为 正 交 矩阵 。 
2. RAXAn 阶 方 阵 , 且 有 nn 个 两 两 标准 正 交 的 特征 向 量 。 证明: EEA RARE, 
分 析 根据 对 称 算 阵 、 正 交 算 阵 的 定义 及 矩阵 的 一 些 运算 法 则 证 明 。 


В. 2 
ЋЕ ТАТ 2 


ж 


证 Raia: "а, НА J W W F fk E ЖИ ЖЕШ Ë Я, А.А... ЕНБ НАЕ, 5 Q= 


(aysa... san), 则 Q 为 正 交 矩阵 , 且 不 难 验 证 
ОТ АО = diag(hi ,hs stt sÀ) = A, 
+Z A=QAQ'., #—%ЖЯ АТ = (QAQ 1) =QA TQ '=QAQ'T=A,E 4 为 对 称 和 矩阵 。 


@>;2 KATERE RERI И 1ТЕ 


一 、 知 识 要 点 


定义 5.9 ЖА (а), МЯ РЕ.А = (а), МА ПЧ БЕРЕ. 
显然 , 若 А Э.Д ASA. 


з 6 


5.4 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 @ 


定理 5.8 设 4 是 ” 阶 实 对称 和 矩阵 , 则 4 的 特征 值 是 实数 。 

定理 5.9 KIJKE ME A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 彼 此 正 交 。 

定理 5.10 设 A 为 实 对 称 矩 阵 。 必 存在 正 交 和 矩阵 了 ,使 得 

A 
А 
РАР = P'AP = À = Т А 
А, 
HEP Ai АА, A 的 特征 值 。 

由 于 P 是 正 交 和 矩阵 ,所 以 P 的 列 向 量 组 是 标准 正 交 向 量 组 。 如 前 所 述 ,P 的 列 向 量 组 
是 由 A 的 个 线性 无 关 的 特征 向 量 组 成 ,因此 对 书 的 列 向 量 组 有 З 条 要 求 , 即 ， 

(1) 每 个 列 向 量 必须 是 某 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 。 

(2) 任意 两 个 列 向 量 正 交 。 

(3) 每 个 列 向 量 是 单位 向 量 。 

REZE P 使 得 P 'AP 为 对 角 和 矩阵 的 具体 步骤 如 下 : 

第 一 步 ” 求 出 矩阵 4 的 所 有 的 特征 值 4 ,Xs。,… ,4, (可 能 有 重 根 )。 

第 二 步 ” 求 出 矩阵 A 的 每 个 特征 值 4; 对 应 的 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 求 出 
QE —A)x=0 的 一 个 基础 解 系 ,并 将 此 基础 解 系 标准 正 交 化 。 注 意 ,将 此 基础 解 系 标准 正 
交 化 以 后 得 到 的 向 量 组 ,它们 还 是 特征 值 4; 的 一 组 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

第 三 步 ” 将 所 有 特征 值 ,2,,…,4, 对 应 的 个 标准 正 交 的 特征 向 量 作为 列 向 量 所 得 
Їй п 阶 方 阵 , 即 为 所 求 的 正 交 和 扼 阵 已 。 以 相应 的 特征 值 作为 主 对 角 线 元 素 得 到 对 角 和 矩阵 A ， 
于 是 矩阵 A , P 和 A 的 关系 为 


À, 
Аг 
РАР = P'AP = А = а a 

Àn 
二 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 求 可 逆 ( 或 正 交 ) 和 矩阵 将 实 对 称 和 矩阵 化 为 对 角 和 矩阵 。 

2 2 一 2 

例 5.21 给 定 和 矩阵 4 一 | 2 5 一 4 |. КЕЗЕ Р. PAP 为 对 角 和 矩阵 。 


一 2 一 4 5 
解 第 一 步 ” 求 矩阵 的 特征 值 。 
和 矩阵 A 的 特征 方程 为 


| ЖЕ А | (2—12 04 — 10) = 0, 


2 4 24-5 
所 以 A 的 特征 值 分 别 为 Ау =А =1,А: =10. 

第 二 步 ” 求 对 应 的 特征 向 量 。 

将 А =1:=1 代入 QE—A)x=0,H + 


区 
一 1 一 2 2 1 2 一 2 
| 一 4 区 | 
2 4 一 4 оо о 
—2 2 
中 -| | 
0 1 
H А: =10 代入 QE 一 A)x=0, 由 于 
8 一 2 2 1 
wa | DER 1 
2 45 оо O 
—1 
2 


第 三 步 ” 将 特征 向 量 标准 正 交 化 。 
由 于 ci ,as 不 是 正 交 的 ,需要 先 将 它们 正 交 化 。 根 据 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 ,有 


不 难 求 得 对 应 的 特征 向 量 为 = 


© 
= 
S 
~ 
w— 


不 难 求 得 对 应 的 特征 向 量 为 as 一 


一 2 2 一 2 2 
= laz B) „ _ 4 1 
В = а. 11. = а: В.В P 0 +5 1 z 4 jo 
0 0 5 


FERB -B ,as 单位 化 ,可 得 


в 一 2 в 2 一 1 
= ОЙ = Я 2 1 _ о; тү | 
w Tal у | e Га. | =Tal :| | 
0 5 2 
= а ¿L 
V5 3⁄5 3 
S P= (m +T: әл) = = T š WA 
5 2 
о 5 2 
3/5 3 
P''AP = 


类 似 地 ,对 于 给 定 下列 矩 阵 , 求 正 交 矩阵 已 ,使 得 P 'AP HX aE 


3 一 2 0 2 = =f 
1 4 一 1 0 
(DA | 2 2 2 1 2 hos б 


о =2 1 =1 =l 2 


; 2) A 


题 型 2 综合 应 用 题 
例 5.22 设 A 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ,A 的 秩 为 2, 且 


5.4 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 @ 


k 4 —й 1 
| 0 ] 0 o} 
—1 1 0:0 
解答 下 列 问 题 : 


(1) ЖА 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ;(2) 求 矩阵 A。 
分 析 利用 定理 5. 8 一 定理 5. 10 求解 。 
1 1 
一 1 一 1 1 1 


解 (1) 将 已 知 等 式 分 解 为 
根据 定义 5.1.А,=—1,А4;› =1 都 是 矩阵 A 的 特征 值 , 且 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
1 1 


1 1 


‚ А 


1 
因为 三 阶 和 矩阵 4 的 秩 为 2, 所 以 和 =0 是 4 的 特征 值 。 设 属于 4 二 0 的 特征 向 量 为 


21 
3 一 | x: | ,由 定理 5. 9 知 
23 
ala; =— х + zs = 0, 
Ра zı + zs = 0. 
0 0 
此 线性 方程 组 基础 解 系 为 | 1 | , 故 特征 向 量 取 为 as 一 | 
0 0 


je, Mi BE A ОРЕН A = —1,4,=1 4 二 0, 且 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 


110 
(2) Ф р=| 0 0 1|, 则 有 
—1 1 0 
=- -0 0 0 0 1 
A=P| 0 1 由 0 0|。 
0 0 0 1 0 0 
3..0 0 
类 似 地 ,已 知 1 为 矩阵 4=|0 a 1|(o>0) 的 一 个 特征 值 , 求 正 交 和 矩阵 已 ,使 得 P 'AP 
0 a 


为 对 角 和 矩阵 。 
例 5.23 ШАА КНЕ. НЕ А-А =0. 2 4 的 秩 为 3, 求 与 4 相似 的 对 


角 和 矩阵 。 


рт" 方 阵 的 特征 值 、 相 似 与 对 角 化 


分 析 ” 依 题 意 ,由 定理 5.10 知 ,只 需求 4 的 特征 值 即 可 。 由 于 A 的 秩 为 3, 所 以 A Ж 
有 一 个 零 特征 值 ,由 等 式 A? 十 A 二 0 可 以 推 得 另 一 个 3 重 特征 值 一 1。 

解 ”因为 4 为 4 阶 实 对 称 和 矩阵, 由 定理 5. 10 Ж.А 可 以 对 角 化 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 P, 
使 得 

РАР = diagQ,,ÀssAs Á) 

其 中 ài ,hz as, 是 4 的 特征 值 。 

H А? -А=0 145, |АПЕТА[=0, № |A|=0 或 |E+A|=0, Aü A 的 特征 值 只 能 
取 0 或 一 1。 

由 A 的 秩 为 3 可 得 ,0 为 A 的 单 特 征 值 ,一 1 为 A 的 3 重 特征 值 。 因 此 ,与 А 相似 的 对 
角 和 矩阵 为 diag( 一 1, 一 1, 一 1,0)。 


三 、 课 后 习题 选 解 


人 加 


1. 3R *[ # ë 8: 已 ,分 别 将 下 列 实 对 称 矩 阵 化 为 对 角 和 矩阵 : 


0 1 1 1 0 一 2 2 
; (2) |1 а = (3) | 一 2 —3 41. 
£. =i 1 2 4 一 3 


2 
3 
分 析 由 定理 5.10 知 , 实 对 称 矩 阵 一 定 可 以 对 角 化 。 因 此 , 先 求 出 和 矩阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 , 然 
后 将 特征 值 对 应 的 特征 向 量 组 成 可 逆 人 矩阵 PP 的 列 。 需 要 特别 注意 的 是 ,对 角 算 阵 中 的 特征 值 和 PP 的 列 (对 


可 

2 
a) о 
0 


0 
3 
2 


应 的 特征 向 量 ) 的 位 置 要 保持 对 应 关系 。 
解 (1) 矩阵 A 的 特征 方程 为 
А-2 0 0 
|àE—A | 0 2-3 2 Q—DQ—-2Q—-5 = 0, 
0 —2 А-3 


所 以 人 的 特征 值 分 别 为 M: 一 1,z 一 2,hs 一 5。 
将 为 一 1 A GQE—A)x=0, H + 


= 

I 
> 

I 
аана, 

| 
о о н 
1 | 
о ою о 
1 | 
vno 
aa 
карайы, 
о о н 
о н о 
о н о 
Was 


0 
ЕЕ 
1 


ЖА =2 RA QE 一 A)x=0, 由 于 
0 0 0 0 1 0 
“| 一 1 -| 0 | 
0 一 2 一 1 0 0 0 


1 
| | 
0 


将 js 一 5 代入 (XE 一 A)x 二 0, 由 于 


5.4 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 > 
8. 0. 10 1о о 
=-= 2 „|+ g. = | 
0=2 2 00 0 


0 
| | 


0 1 0 
Е 0 е 


101 
t 
Za 2 | 
5 


Q+1) (4—2) = 0, 


(2) EE A 的 特征 方程 为 


| Е—А| 
一 1 1 А-1 
所 以 A 的 特征 值 分 别 为 41 二 一 1,4s 二 Xs 二 2。 

# ,=—1 代入 QE 一 A)x==0, 由 于 


=й =й) == 1 0 1 
=к-А=—1 一 2 Yl0 1 =1 j; 
一 了 1 一 2 0 0 0 


= 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 | ү 


将 ja 一 Na 一 2 RA QE—A)x=0, H F 
1 —1 —1 1 —1 —1 
Е ü -fe 0 | 
—1 1 1 о о 0 
1 1 
кеявананале [|| 
0 1 


=s. 2 3 
ннн 1 3 |+ 


1 @ 1 
=Ü 
za 2 | 
2 


(3) 矩阵 A 的 特征 方程 为 


А 2 —2 
|[Е—-А|=|2 2+3 —4|=Q+8 (4—1) = 0, 
=2 —4 А+3 


所 以 A 的 特征 值 分 别 为 41 二 一 8,Xs 二 Xs 二 1。 
# À = —8 代入 ОЕ—А)х=0, + 


& 方 阵 的 特征 值 ,相似 与 对 角 化 


=: 2 –2 1 0 1/2 
| z: = -| 1 中 

=@ =4 =6 оо 0 

=ч 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 Е 


2 
ЖА =) =1 代入 QE—A)x=0, H T+ 


1 2 —2 12 =2 

-| 2 4 -中 0 | 

=s —4 4 0 0 0 

=g 2 
а 中 -| | 


0 1 


2 0 1 


rw-| i J 


2. 已 知 三 阶 实 对 称 矩 阵 A 的 3 个 特征 值 分 别 为 和 二 Xs 二 1,4; 二 2, 且 属于 41,Xs 的 特征 向 量 分 别 为 


1 2 
= 
0 =$ 
解答 下 列 问题 : 


(1) R EB A 0 É +T hs 的 特征 向 量 ;(2) 求 矩阵 A, 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 22 。 


= 2:2 
4 P= (а за: as -= 1 "м 


Tı 
解 жанатын] 因为 对 称 和 矩阵 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 ， 
T3 
所 以 
alai = tı +r: — 23 = 0, 
үс 221 +32: — Заз = 0, 
0 0 
不 难 求 得 该 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 B: 因此 ,A 的 属于 43 oa 全 k 为 任意 非 
1 1 
零 数 。 
0 
(2) конь) 是 和 的 属于 Xs 的 特征 向 量 , 令 
1 


1-20 1 
А 1 3 | 则 有 "| 1 | 
—1 —3 1 2 


因此 


5.4 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 5 
1 4 0 0 
“| 1 | -[ 3/2 з] 
2 0 1/2 3/2 


3. E. = HEB A 的 3 个 特征 值 分 别 为 A 二 1,4s 二 0,Xs 王 一 1, 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 


Į 2 一 2 
а | | а: | | аз | ] 
2 1 2 
解答 下 列 问题 : 


(1) ai sa: sas 是否 为 正 交 向 量 组 ? (2) A 是 否 可 对 角 化 ? (3) 求 矩阵 A。 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 22 。 
解 (1) 不 难 求 得 
aia:=1X2+2X(—2)+2X1=0, ala,= 1X —2) +2X — 1) +2X2 = 0, 
age: 一 2X (一 2) 十 (一 2) XC-1) +1X2 = 0, 
所 以 ai ,as ,as 为 正 交 向 量 组 。 
(2) 易 见 ,三 阶 和 矩阵 A 有 3 个 不 同 的 特征 值 ,由 定理 5.5 的 推论 知 ,矩阵 A 可 对 角 化 。 或 根据 矩阵 A 
有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 判断 出 A 可 对 角 化 。 


ї 2 =Z 
(3) sazmaanywa-epaap-|: —2 т 
Pr 2 


1 2 —2\{1 1 2 -2ү! —1/3 0 2/3 
А= |2 —2 —1 0 | 2 —2 —1| = 0 1/3 2/3 |. 
2 1 2 —1)\2 1 2 2/3 2⁄3 0 


4. 已 知 三 阶 实 对 称 矩 阵 A 的 3 个 特征 值 分 别 为 A =1, = 1, =0, B É + Aa ,hs 的 特征 向 量 分 


ШЕЛ 
1 а 
| | [з] 
1 1 
解答 下 列 问题 : 


(1) RER a 的 值 ;(2) 求 属于 零 特 征 值 的 特征 向 量 ; (3) RERA 
分 析 根据 定理 5.9 确定 参数 a 的 值 和 属于 零 特 征 值 的 特征 向 量 ;利用 方 阵 对 角 化 方法 的 一 般 步骤 找 
到 可 逆 和 矩阵 P.E R EB A. 
解 (1) 由 定理 5.9 知 , 实 对 称 人 矩阵 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 ,所 以 
ата: = а+2(а+1)+1=0, 
ФА а=—1, 
Tı 
(2) surrweassense-| 由 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 的 正 交 关 系 可 得 
T3 
ala: = zı + 2z; + zs = 0, 
I 一 0。 
1 1 
其 基础 解 系 为 加 因此 ,属于 零 特 征 值 的 特征 向 量 为 ЕЕ 上 为 任意 非 零 数 。 
1 


@ Жов 方 阵 的 特征 值 .相似 与 对 角 化 


1—1 1 
(3) mamta sn 0 aJ" 
1 Жо 


1-1 f j =$ - "EE 
A=|2 o -1 =ï 2 0-1 БЕЗ is 2], 
гл а о/а 1 т 21-1 


5. 已 知 三 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 3 个 特征 值 分 别 为 А = 1,4 =8, E Ë 8 的 一 个 特征 向 量 为 


1 
=% 
0 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 22. 


REHA, 


ЕЛ 


й 设 向 量 B 是 A 的 属于 特征 值 一 1 的 任 一 特征 向 量 。 由 定理 5.9 2,33 EB B F| E ë 


23 
对 应 的 特征 向 量 的 正 交 关系 可 得 
ху — 2x: + 0x; = 0, 


оү ү2 оү ү2 
易 见 ,基础 解 系 为 М) || | 是 A 的 属于 特征 值 一 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 。 
1) Wo 17 \0 


2 N= 02 ү 4/5 —18/5 0 
1 —2 == 0 1 —2| =|—18/5 31/5 0 |, 
о о 8/41 o o 0 0 一 1 


6. 3 F 2 EB PP, 分 别 将 下 列 实 对 称 矩 阵 化 为 对 角 和 矩阵 : 


2100 
1 2 2 Š 
0) |2 1 2j; (2) 
0 
2 2 1 
0 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 21 。 
解 (1) 矩阵 A 的 特征 方程 为 


о н 


[АЕ —A | 


2 А-1 2 

=2 —2 А-1 

所 以 A 的 特征 值 分 别 为 A1 二 Xs 二 一 1,Xs 二 5。 
#м=»=—1%А QE—A)x=0, H F 


-=2 =2 -2 1 11 
—Е—А=|—2 一 2 一 2| 一 |0 0 O|, 
= 0 0 0 


-f —1 
esssssaanas-| 中 -| | 利用 施 密 特 正 交 化 方法 ,将 它们 正 交 化 然后 再 单位 化 ， 
0 1 


5.4 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 G 


得 到 


求 得 对 应 的 特征 向 量 为 as = 


| 将 它 单位 化 得 到 
1 


—1/@ 一 1/V5 1//3 
4 Р= (р.р) | 1/2 一 1/V6 1/V3 |, 则 PP 为 所 求 正 交 人 矩阵 , 且 


0 246 1⁄3 
一 1 
mar = rar | 一 1 | 
5 
(2) 矩阵 A 的 特征 方程 为 
2—2 —1 0 0 
=1 4=2 0 0 
| Е—А|= = а—1)(4—2)(4—3)(А—4) = 0, 

0 0 А-3 —1 
0 0 = д3 


所 以 A 的 特征 值 分 别 为 41 二 1,4s 二 2,43 二 3,4, 二 4。 
ЖА =1 代入 QE—A)x=0,# + 


一 1 一 1 0 0 1 1 0 0 
一 1 一 1 0 0 0 0 1 0 
E—A= , 
0 0 一 2 一 1 000i 
0 0 一 1 一 2 0 0 0 0 
=š =p 
1 1 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 mi = ,将 其 单位 化 ,得 到 妨 一 - 工 
0 Z| 0 
0 0 
ЖА =2 代入 QE 一 A)x=0, 由 于 
从 “一 再 0 0 1 0 0 0 
=f 0 0 0 0 1 0 0 
2E—A= =i . 
0 W =s т | 0-21 1 
0 00 =4 ооо о 


0 0 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 a 二 | |, 将 它 单位 化 得 到 太一 | 
8 15| = 
1 


& 方 阵 的 特征 值 、 相 似 与 对 角 化 


将 A 二 3 代入 (UE 一 A)x=0, 由 于 


1 —1 0 0 1 -1 0 0 
1 0 0 0 °з Q 
3E—A= 一 . 
0 0 = 0 0 0 1 
0 0 一 1 0 0 0 0 0 
1 1 
1 1 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 gs 一 | ”|, 将 其 单位 化 ,得 到 加 一 | |, 
0 2 |о 
0 0 
将 入 二 4 RAGQE—A)x=0, HF 
2 =1 0 1710: 10 0 
1 2 0 °з @ 0 
4E—A= = , 
0 к = T °з —=1 
0 0 =1 1 ооо 0 
0 0 
0 0 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 el 一 | |, 将 它 单 位 化 得 到 |. 
1 |1 
š % 
=f 0 1 0 
1 1 0 1 0 
P=(m9 ,pp n) = „Рр E 9 
A P=] о р o 1|' 则 为 所 求 正 交 矩阵 ,有 
0 1. 0: 1 
1 
2 
РАР = P'AP = m 


4 

Т. 设 A 与 B 均 为 n MERRER, EH: A 与 B 相似 的 充分 必要 条 件 是 : A 与 B 有 相同 的 特征 多 
项 式 。 

分 析 利用 相似 矩阵 的 定义 及 实 对 称 矩 阵 与 对 角 算 阵 的 关系 证 明 。 

证 必要 性 因为 矩阵 A 与 B 相似 ,所 以 存在 可 送 矩 阵 P, 使 得 P 14P 一 如。 从 而 

| 2E —A |=| P` || Ж—А||Р|=|Р!ОЕ— А)Р|=|ЛЕ—В|. 

充分 性 ”因为 矩阵 和 A 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 ,所 以 它们 有 相同 的 特征 值 。 又 因为 A 5 B 都 是 对 称 
矩阵 ,所 以 它们 都 可 对 角 化 。 因 此 A 与 B 都 相似 于 同一 个 对 角 和 矩阵 (对 角 元 素 同 为 A 5 B 的 特征 值 ), 所 以 
A 5 B 相似 。 


1. RE EM HERAS i Ç: || ®зяянн. 


==} 1 1 0 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 5. 21 。 
E (1) 矩阵 4 的 特征 方程 为 


5.4 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 Z 


一 一 1 
| Е—А|= |= 9 Da +3 =0, 


所 以 A B F ЕЙЕЛ ЯЛ Ai =A =А =1, = —3, 


ЖА 1 代入 QE—A)x=0, H + 
1 —1 —1 1 1 —1 —1 1 
вА 151 1 1—1|_|° 0 ooj 
—1 1 1-1 о о 0 
1 —1 —1 1 о о оо 
1 0 1 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 一 | |a=]? |, 一 | ， |。 容易 验证 ,a va о, 是 正 交 向 量 组 ,将 它们 单位 
0 1 一 1 
化 ,得 到 
1 0 1 
k |! k. |9 реу 
s= > | ж == к P | 
0 1 一 1 
# A= —3 代入 QE 一 A)x 二 0, 由 于 
—3 —1 —1 1 1 0 0 —1 
—1 —3 1-1 ото 1 
—3E—A = Й 
1 1-3 —1 001 1 
1 —1 —1 —3 ооо о 
1 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 a, = | ,将 它 单位 化 得 到 
1 
1 
1 1-1 
ъ= 1 
1 
% 0 1 1 
112 =—1 
A Р= орол = , 则 РАЯЙЖЕҖЕШЖ.,Н 
ó j 1 — 
© Z — 1 
1 
РАР = РТАР = * Е 


2. 仿照 定理 5.1, 证 明 : 
(1) 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 的 虚 部 为 零 ; 


é Жон 方 阵 的 特征 值 、 相 似 与 对 角 化 


(2) 实 反 对 称 和 矩阵 的 特征 值 的 实 部 为 零 。 
证 (1) 设 和 A 是 实 对 称 人 矩阵 A 的 任意 特征 值 ,a 是 A ТА 的 任 一 特征 向 量 , 则 有 
АТ = А, Aa=ìa, аз 0. 


лаа = а' (да) = TAa = а"А?а = (Ап) "а = Ааа. 


因此 ,(4 一 X)a Ta 一 0。 因 为 Era 之 0, 所 以 一 人 二 0, 由 此 可 得 A 的 虚 部 为 零 。 
(2) ЖА ЖЖ КА ЖОЕ А 的 任意 特征 值 ,a 是 A 属于 4 的 任 一 特征 向 量 , 则 有 
АТ =—А, Аа = а, а5 0. 


лаа = а" Оа) = aAa = —аА?а = — (Аа )"а =— Ааа. 


因此 ,CA 十 2а Ta =0. Юа та 之 0, 所 以 A 十 XA 一 0, 由 此 可 得 А 的 实 部 为 零 。 


AA NS sdi МУ 4 N r” y > 
SAR A 

1. 填空 是 

(1) 设 二 阶 方 阵 A 的 迹 为 3, 且 |4| 一 2, 则 4 的 两 个 特征 值 为 À = = 。 

(2) 设 和 为 三 阶 方 阵 , 且 各 行 元 素 之 和 均 为 3, 则 A 必 有 一 特征 值 为 > 

(3) 已 知 e 一 (一 1,0,2)7,8 一 (2, 一 1,0)7, 则 (2a 十 3B8,a 一 28)= А 

(4) 设 三 阶 方 阵 A REEDA 1,2,3, ДЕЕ 4 "的 特征 值 分 别 为 ,伴随 矩阵 A" 的 特 

征 值 分 别 为 ,矩阵 多 项 式 AHA 的 特征 值 分 别 为 。 


(5) 设 三 阶 方 阵 A 的 特征 值 分 别 为 1,2,2, 且 A 不 可 对 角 化 , 则 КОЕ-А) = 
解 (1) 由 题 意 可 知 ,)i 十 lz 一 3,hihz 一 2, 从 而 求 得 A 的 特征 值 为 1 和 2。 
(2) 取 @ 一 (1,1,1)7，, 验 证 可 知 ,ha =3a ,从 而 3 是 4 的 一 个 特征 值 。 
(3) (a ,a ) 一 (一 1) +0 +2 =5; la 有) 一 (一 1)X2 十 0X( 一 1) 十 2X0 一 一 23; 
(Ф.В) = 22 + С 1) +0 = 5; 
(2а+3 8,0—2 В) = 2 <а,а) – (а,В) –6 (В.В) =2х5—(—2)—6х5 =— 18, 
(4) 注意 到 ,|4| 王 1X2X3 一 6。 根 据 和 矩阵 的 特征 值 的 性 质 3, 若 1 是 4 的 特征 值 , 则 1 -是 4- 的 一 个 


特征 值 ,所 以 T.T 是 4-: 的 特征 值 ;根据 性 质 6, 若 是 人 的 特征 值 , 则 | 人 | 是 A* 的 一 个 特征 什 , 即 6， 
3,2 是 A" 的 特征 值 ;根据 性 质 5, 若 A 是 A 的 特征 值 , 则 1 十 是 42 十 4 os 2,6,12 是 A 和 ?十 
A 的 特征 值 。 


(5) 易 见 ,2 是 矩阵 A 的 2 重 特征 值 。 由 于 A 不 可 对 角 化 ,所 以 A 的 属于 特征 值 2 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 只 有 1 个 , 即 (2E 一 A)x 二 0 的 基础 解 系 只 含 一 个 向 量 , 因 此 R(2E 一 A) 二 2。 
2. 选择 题 
(1) ka ,as 是 矩阵 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 则 下 列 结论 一 定 成 立 的 是 ( )。 
A. ai 十 az 是 4 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 
B. 2@1 是 A 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 
C. 对 任意 数 所 va ,ki а +k: as 是 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 
D. al ,as 一 定 线性 无 关 
(2) 设 A 为 n 阶 方 阵 ,下 列 结论 一 定 成 立 的 是 (。 )。 
A. A 的 特征 值 一 定 都 是 实数 


复习 题 5 解答 @ 


B. A 最 多 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
C. ATREA n+l 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
D. A — ŽA n 个 互 不 相同 的 特征 值 
(3) FERA 5 B 相似 ,下 列 结论 一 定 成 立 的 是 ( )。 
A. ЖЕ—А=ЛЕ—В В. lAE—A|= 2E—B| 
С. 4A,B 有 相同 的 特征 向 量 D. A,B 相似 于 同一 个 对 角 和 矩阵 
(4) W = BE А 的 特征 值 分 别 为 一 1,1,2, 所 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 qi ,as заз , Ë, P= (ai sas заз), Л] 
P'AP=( ). 


= =y 2 1 
2 1 1 2 
(5) FAEERE ЖАТАС ) 
110 1 1 0 1 0 1 101 
0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 1 
C 不 对 。 


解 〈1) 若 ai 一 一 xz， 可 得 选项 A 和 选项 D 不 对 ;由 ki ai 十 lz а; 可 能 为 零 向 量 可 知 ,选项 
据 定 义 5.1 不 难 验证 ,2ai: 是 人 的 属于 特征 值 》 的 特征 向 量 , 故 选 B。 


根 


(2) айлйкиял-([_\ „жас вйжя,ия пн A n MIRAREA D H 
кил | 让 ШЕШ A 的 特征 方程 组 ОЕ—А)х=0 知 ,A 最 多 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 
£B. 

(3) HEB A 5 EB B 相似 可 得 ,A УВ 有 相同 的 特征 值 ,因此 .一 A 5 АЕ—В 有 相同 的 特征 什 , 根 
据 定理 5.2(2) ,从 而 两 者 的 行列 式 相同 , 故 选 B. 

(4) 在 对 矩阵 进行 相似 对 角 化 时 ,P 的 列 与 对 角 佐 阵 的 对 角 线 元 素 保持 一 致 , 故 选 A。 

(5) 选项 中 的 矩阵 的 特征 值 均 为 1,1,2。 若 算 阵 可 对 角 化 , 则 RCE 一 A) 二 1, 验 证 可 知 ,只 能 选 C。 

3. 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明理 由 ， 

(n 38 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 A En 个 互 不 相同 的 特征 值 。 

(2) 同 阶 和 矩阵 A,B 相似 的 充分 必要 条 件 是 入 ,B 有 相同 的 特征 多 项 式 。 

(3) EWE A 的 属于 同一 特征 值 的 特征 向 量 的 任意 线性 组 合 仍然 是 属于 该 特征 值 的 特征 向 量 。 

(4) 可 对 角 化 的 实 矩 阵 一 定 是 对 称 估 隆 。 

(5) 车 |4| 一 0, 则 A 必 有 一 个 特征 值 为 零 。 

1 

ж оа. вл-[, 1) 可 对 角 化 ,但 入 的 两 个 特征 值 相同 。 事 实 上 ,n 阶 方 阵 和 A 可 对 角 化 的 充分 
必要 条 件 是 A 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 定理 5.5。 

(2) 错 。 oh 人。 зв (6 1) 的 特征 多 项 式 相同 ,但 A 可 对 角 化 ,B 不 可 对 角 化 ,A,B 不 相似 。 
章 实 上 ,A,B 有 相同 的 特征 多 项 式 只 是 A,B 相似 的 必要 条 件 ,不 是 充分 条 件 。 

O 错 。 因 为 特征 向 量 的 线性 组 合 不 能 保证 是 非 零 向 量 。 


а 错 。 вл=[, з) ЖИЛ ЕЖЕ ЕЕ НЕШ Ж. MUTHA ВЕТЕЯЖЕЕ. 


(5) 正确 。 因 为 4 的 行列 式 等 于 其 特征 值 的 乘积 ,所 以 |4| 一 0 时 , 它 必 有 一 个 特征 值 为 零 。 
4. ЖАЖА Жа = (1,1,1,1)7,а: =(1,—1,—1,1)7,а;=(1,1,—1,—1)7, 8 #6 ha ,as ,as HEX, 


&— 方 阵 的 特征 值 ,相似 与 对 角 化 


RE EB. 
分 析 利用 两 向 量 正 交 的 定义 建立 线性 方程 组 ,再 求解 。 
解 设 8B=-(zi,zrs,zrs,zt)7, 由 向 量 间 的 正 交 关系 可 得 
P'a = z +z: +z; +z, = 0, 
j- Tı — T: —zs tr = 0, 


Tas = 21 + z; — zs — z, = 0, 


不 难 求 得 ,该 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 (一 1,1, 一 1,1)T。 取 p= 二 (一 1,1, 一 1,1)7, 即 为 所 求 向 量 。 
—3 1 —1 
5. ЕЕЕ 5 =) 的 特征 值 与 特征 向 量 。 
一 6 6 一 2 
分 析 利用 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 求解 。 
解 矩阵 A 的 特征 方程 为 
à+3 一 1 1 
7 4—5 1 
6 —6 2+2 
所 以 A 的 特征 值 为 41 一 Xs 二 一 2,4s 一 4。 
# A=) = —2 代入 (XE 一 4)x 二 0, 由 于 


1 —1 1 1 —1 0 
-ae s= | 0 | 

6 —6 0 о оо 

得 基础 解 系 为 a1 二 (1,1,0)" ,所 以 A 的 属于 Xi 二 Xs 二 一 2 的 特征 向 量 为 有 a1, 其 中 为 任意 非 零 的 数 。 
ЖА =4 АХ ОЕ—А)х=0, + 

7 —1 1 b ó 0 

7 一 1 |- 0 1 十 

оо о 


6—6 6 
得 基础 解 系 为 as 一 (0,1,1)7，, 所 以 4 的 属于 ;一 4 的 特征 向 量 为 es as ,其 中 为 任意 非 零 的 数 。 


(十 2)2(A 一 4) = 0, 


ІАЕ А | 


4Е А = 


1 — 1 
6. uef- = ra gaan 
1 — 1 
分 析 易 见 ,4 是 实 对 称 和 矩阵 。 求 出 矩阵 A fJ: 3 k E Ë $o НЧЕ, T š: E Ж P Ë | tH z+ Е 
无 关 的 特征 向 量 组 成 。 
解 矩阵 A 的 特征 方程 为 


ЇЕ А | ЛА +6) (4—6) = 0, 


所 以 A Е A Ai =0,А = — 6.4; =6. 
Жл =0 代入 (UE 一 A)x 二 0, 由 于 


得 基础 解 系 为 m 一 (一 1,0,1)T。 
将 ja 一 一 6 代入 (和 一 4)x 一 0, 由 于 


— e 
—7 4 一 1 1 0 一 1 
| 4 一 4 由 1 =} 
=1 4 一 了 0 0 0 


得 基础 解 系 为 az 一 (1,2,1)7。 
ЖА =6 RAGQE—A)x=0, HF 


5 4 一 1 
| 4 8 中 -| 
—1 4 5 
得 基础 解 系 为 qs 二 (1, 一 1,1)™。 
—1 1 1 
0 2 н 


1:1 1 


+ p= 


P''AP = 


2 а 2 
T; ema 5 b |р ma 
—1 1 —1 
(1) R a,b 的 值 ， (2) 求 A 的 特征 向 量 ; (3) A 是 否 可 对 角 化 ? 
分 析 利用 定义 5.2 R H а,Ь 的 值 ;然后 可 以 求 出 另 一 个 特征 值 ,再 求 对 应 的 特征 向 量 ; 最 后 根据 定理 
5.5 判断 A 是 否 可 对 角 化 。 
E D AA =l da=] 都 是 А 特征 值 ,根据 定义 5.2, 有 
1E—A|=—7(a+1) = 0, 
[—E—A|=3a—2b—3= 0, 


2 =4 2 
A= 5 一 3 3 |. 
=p t —1 


ш(А) =2+ (3) + С) = 166-10) +А, 


解 得 a 二 一 1,5 二 一 3。 于 是 


(2) 根据 定理 5.2, 有 


所 以 Xs 三 一 2。 
Жж Àà=1 代入 QE—A)x=0, H + 


=] =з 10 –5 
Е-А = | – 5 4—31 = |0 1 —7 |, 
$ {=f 2 0 0 0 


# ЖЕНИ жа = (5,7,1), AA A 的 属于 Ai 一 1 的 特征 向 量 为 ki ai, 其 中 心 为 任意 非 零 的 数 。 
# A; = —14 A QGQE—-A)x=0,# T 


=з ї = 101 
—E—A= | — 5 2 =з о 1 11, 
Ж == 0 0 0 0 


得 基础 解 系 为 ms 一 (一 1, 一 1,1)7, 所 以 4 的 属于 :一 一 1 的 特征 向 量 为 ks as ,其 中 心 为 任意 非 零 的 数 。 
将 ja 一 一 2 Ñ АОЕ—А)х=0, + 


& 方 阵 的 特征 值 ,相似 与 对 角 化 


— 4 1. =2 1 0 1 
—2E—A= | — 5 Y= I 2 h 
= = 0 0 0 


得 基础 解 系 为 qs 二 (一 1, 一 2,1)T, 所 以 A 的 属于 3 二 一 2 的 特征 向 量 为 es as ,其 中 为 任意 非 零 的 数 。 

(3) 因为 三 阶 矩 阵 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 АЗАД К. 

8. 设 4 为 三 阶 方 阵 , 且 满足 4? 十 242? 一 34 一 0。 证 明 : 矩阵 和 A 可 对 角 化 。 

分 析 利用 方 阵 行列 式 的 性 质 3 及 定义 5.2, 由 已 知 等 式 4 十 242? 一 34 一 0 求 出 A 的 特征 值 ,然后 根据 
定理 5.5 的 推论 证 明 A 可 对 角 化 。 

证 在 等 式 A 十 24? 一 34 二 0 两 边 取 行列 式 , 则 有 

[А|| А—Е|| А-+3ЗЕ|=0, 
由 定义 5.2 知 ,三 阶 矩 阵 和 A 有 三 个 不 同 的 特征 值 , 即 4 二 0,1 ,一 3。 根 据 定 理 5.5 的 推论 ,矩阵 4 可 以 对 
яж. 证 毕 

9. ЖА 3 n 阶 方 阵 ,EE 为 n 阶 单位 矩阵 ,A, 瑟 一 人 均 为 可 逆 和 矩阵 。 证 明 : ЖЕ E—A ій, 

分 析 证 明和 矩阵 巨 一 4-!: 没 有 零 特 征 值 即 可 。 

证 ЖАЖА 的 任 一 特征 值 。 因 为 A 可 逆 , 所 以 M 夭 0。 容易 验证 ,1 一 ЖЕ-А 的 特征 值 ,1 一 A-! 是 
ЕА ЖЕ, ЮЖ ЕА 可逆 ,所 以 1 一 天 0, 即 431, А 1—47! 520, Ж ЕА Ей, 
TŽ, 证 毕 

10. 设 A 为 n 阶 实 方 阵 , 且 特征 值 不 等 于 一 1。 证 明 : 

(1) AHE 和 ATHE HTX; 

(2) À 3 E 2 EBE Q 3840 3 £ E (A+E) САТЕ) =Е, 

分 析 (1) 根据 已 知 条 件 ,验证 矩阵 AHE ATHE 没有 零 特征 值 ; (2) 对 等 式 两 边 分 别 左 乘 A 十 E 、 
右 乘 AT 十 EE, 然 后 进行 化 简 。 

证 (1) 因为 4 的 特征 值 不 等 于 一 1, 所 以 A 十 E 和 ATHE 的 特征 值 均 不 为 零 , 故 A+E 和 AT+E 
可 逆 。 

(2) 在 等 式 (4 十 E)-' 十 (AT 十 E)-'! 二 E 两 边 分 别 左 乘 A+E „ЖЖ AT+E,T Ж 

(A+ Е) + (AT + E)! = ES(AT + E) + (A+ E) = (A+ E)(AT + E) 
SAT + А-+2Е = ААТ +АТ+А+Е 
ӨААТ = E. Е 


1. 特征 值 .特征 向 量 的 概念 与 计算 


(1) REHE A= 


8: 22 0 1 0 
2 3 站 0 en 
2 #8 0 0 1 
A"' 为 和 A 的 伴随 矩阵 ,EE 为 三 阶 单位 矩阵 。(2003 年 7 

提示 : 先 求 出 A 的 伴随 矩阵 A" ,然后 根据 B= 二 P-1A"P 求 出 B, 再 求 B 十 2E, 最 后 求 矩阵 B 十 2E 的 
特征 值 与 特征 向 量 。 结 果 为 B 十 2E 的 特征 值 为 入 二 Xs 二 9,4hs 二 3。 属 于 入 二 Xs 二 9 的 特征 向 量 为 
局 (1, 一 1,0)7 十 如 (一 1, 一 1,1)7, 其 中 心 , 如 是 不 全 为 零 的 任意 常数 ;属于 ia 一 3 的 特征 向 量 为 
ks(0,1,1)T, 其 中 为 非 零 的 任意 常数 。 

本 题 也 可 以 用 相似 矩阵 的 方法 求解 。 

(2) 设 a 为 三 维 单位 列 向 量 ,E 为 三 阶 单位 矩阵 , 则 КОЕ—аат) =0 ). (2012 年 ) 


考研 试题 选编 5 £ 
а 


аї аа; ааз 
R: Ж#а=|а; |,.ЖИа'а=аї-+а}+а}=1„ Ф 4 一 aaT aa a ааз |. 


as 


аза asa; a 
由 于 秩 КОА) =1, ЖЖ IEA = — (al tatai) =R ,所 以 ,矩阵 A 的 特征 值 为 1,0,0, 从 而 
E—A 的 特征 值 为 0,1,1。 因 为 E 一 A 为 对 称 和 矩阵 ,所 以 它 可 以 对 角 化 ,于 是 К(Е—аа!)=2, 
(3) W hi ,是 矩阵 A 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 分 别 为 el ,az, 则 ai,4(ai 十 cz) 线性 无 关 
的 充分 必要 条 件 是 ( )。(2005 年 ) 
A. А90 B. А950 C. м=0 D. а=0 
MELO Aata) 


1 
提示 : 依 题 意 ,4(al +a:) =А al 十 hz а. H F(a Ala +a:))= (a “oÍ, 


1 А 
R E Ж Жө Ra ,ai +à: 2-15) 1 ЕЕ В. 
Я 


(4) 设 A 为 三 阶 矩 阵 ,al ,as 为 A 的 分 别 属于 特征 值 一 1,1 的 特征 向 量 ,向 量 a; 满 足 Aa, =а аз, 
(ОЗЕ Ha ,as ,as 线性 无 关 ;(ii) 令 P= (al ,az ,as ) , 求 P-14P。(2008 年 ) 
提示 : (iD 利用 线性 无 关 的 定义 证 明 。(iD) 由 于 Аа =—a Aa: =a: Aa; =а аз, f А (ai,a;,a,) = 


-1 0 0 —1 0 0 
(一 al заза: +a; ) 一 (alyazas)| 0 1 1 |,4 P= (a ааз), HO% , P AP=] 0 1 1j. 
0 0 1 0 0 1 


2 жизя 
(1) 设 和 A 为 二 阶 和 矩阵 ,was 为 线性 无 关 的 二 维 列 向 量 ,Aa1 一 0,Ans 一 2 gi 十 gs, 则 A 的 非 零 特征 值 为 
K ), (2008 年 ) 
0 2 
提示 : 不 难 发 现 ,A (arsa: )= (0,2a ta: )= (e. (0 2). ВФ аа: АВЖ, ЯШЕ 


2 
ЖА 5 И |) 相似 ,所 以 A 的 特征 值 为 1 和 0, 依 题 意 ,A 的 非 零 特征 值 为 1。 


3 0 0 
(2) ee ns нат 0 中 k= „ (2009 年 ) 
0 0 0 
1 
ER: sef: 
1 


1 0 k 
(1,0,k)=|1 0 А 
10 А 


3 
жөө 0 J ion 
0 


三 3 十 0 十 0, 所 以 k==2。 


1 2 一 3 
Е 4 =] 的 特征 方程 有 一 个 2 重 根 , 求 a 的 值 ,并 讨论 和 是否 可 相似 对 角 化 。 
la 5 


(2004 #) 
提示 : 不 难 求 得 A 的 特征 多 项 式 为 | 和 E 一 A| 二 (4 一 2) (4 一 84 十 18 十 34a)。 然 后 依 题 意 讨 论 a 的 值 。 当 


a 二 一 2 时 ,A 的 特征 值 为 2,2,6, 且 A 可 相似 对 角 化 ; 当 а= 时 ,A 的 特征 值 为 2,4,4, 但 4 不 可 相似 对 
角 化 。 


о z = ї =: 9 
(4) REE 4 一 | 一 1 $ =] 相似 于 矩阵 B==|0 b weas. 
1-2 я оз 1 


&@ 方 阵 的 特征 值 ,相似 与 对 角 化 


G) Rab Е; Gi R ЕЕЕ P, E РТАРЯЖЯЖ Е. (2015 +) 
0+3+a=1+b+1, 

提示 : (i) 由 已 知 可 得 ,A УВ 有 相同 的 迹 和 行列 式 , 即 ict Ж a=4,b=5, GDE 
а— ob。 


求 得 B 的 特征 值 : 1,1,5, 所 以 A 的 特征 值 也 为 1,1,5。 求 出 A 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ,这 些 特征 向 量 按 


2 =з = 
rmann nn |! 0 


б. П>, W 
1а 1 2 0 0 
oan: b | 与 [ b ] 相似 的 充分 必要 条 件 为 ( )(2013 年 ) 。 
Tai 1 0 0 
A. a=0,b=2 B. a=0,b 为 任意 常数 
C. a=2,b=0 D. ao 一 2,0 为 任意 常数 


提示 : 由 于 第 二 个 矩阵 不 是 对 称 矩 阵 , 所 以 这 两 个 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 相似 于 同一 个 对 角 
矩阵 , 即 它 们 有 相同 的 特征 值 ,并 且 都 可 以 对 角 化 。 不 难 求 得 两 个 矩阵 的 特征 方程 分 别 为 A[X? 一 (5 十 2)24 十 
22— 2а ]=0 Жп ААБ) (4 一 2) 二 0。 由 4 二 2 必 是 A 的 特征 值 , 必 有 a 二 0; 由 4 二 b 必 是 A 的 特征 值 ,b 可 为 
任意 常数 。 所 以 选 B。 


ioi 1 o 4 
1 1 ы 1 0 ө 0 2 

(6) 证 明 : n 阶 矩阵 | ， . „р. „ 。| 相似 。(2014 年 7 
1 1 ... ii 0 ... 0 n 


提示 : 先 验证 两 个 矩阵 有 相同 的 特征 值 ,然后 验证 它们 都 可 以 对 角 化 。 
(7) ЖА 22 Z МЖ B а, vasyas 是 线性 无 关 的 三 维 列 向 量 , 且 满足 
Аа = а-а _-аз, 4 如 := 一 2a: 十 aa， Ааз = 2a:+ 3a. 
G) R EB B, EH Ala заг за.) = (a заг ,as)B; GD ЖР PE A НМЕ СОЖ Г Е ЕР, РАР 
为 对 角 和 矩阵 。(2005 年 ) 


1 1 3 113 
Gi) 因为 q1 a: yas B ЖЕЖ, ФР, = (а. заз заз) TŽ, fi V P'AP, =B, A 5B Ж. TERE E 
E B 的 特征 值 是 1,1,4, 故 矩阵 A 的 特征 值 是 1,1,4。 


1 0 0 1 0 0 
提示 : (ОНЕ 1 А(а заг ,as) 一 (alyazyas)|1 2 2|, 所 以 B=|1 2 2|。 


š 
GD ÆRE B НМЕ Жр phe P= (m ph) A н) 1 J: Рг\РГ'АРІР, = 
4 


1 = =R. 0 
| 1 үе көө 1 0 j = ( —ai Ta: —2 ai +a: sa: +a; ) 时 ,PP 4P 为 对 
4 0 1.1 
AEE, 
з. 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 
(1) 设 4 为 4 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 4? 十 4 一 0。 若 4 的 秩 为 3, 则 4 相似 于 ( )。(2010 £) 
1 1 


| 考研 试题 选编 5 > 


0 0 

提示 : 若是 矩阵 A 的 特征 值 , 即 Аа 二 a ,a 隆 0, 由 矩阵 的 特征 值 的 性 质 4 和 性 质 5 知 ,42 十 4 一 0 一 
(22 А )а 二 0 过 小 十 4 二 0, 所 以 А 的 特征 值 只 能 是 0 或 一 1。 再 由 入 是 实 对 称 知 , 必 有 A 二 A ,而 A 的 对 角 线 
上 的 元 素 即 是 A 的 特征 值 ,根据 R(A) 二 3, 选 D. 

(2) =Й Жл ЖОЕ А МЕА, =1,4,=2,4= —2, На = (1, —1,1)Т ЖАНЕТА, 的 一 个 特 
征 向 量 , 记 了 3 一 人 5 一 443 十 已 ,其 中 已 为 三 阶 单位 矩阵 。 解 答 下 列 问题 : 

G) 验证 ai 是 矩阵 召 的 特征 向 量 ,并 求 召 的 全 部 特征 值 与 特征 向 量 ;(ii) 求 矩阵 B. (2002 年 ) 

提示 : (i) 若 A 是 和 矩阵 A 的 特征 值 , 即 Аа =a ,a 隆 0, 由 人 矩阵 的 特征 值 的 性 质 4 和 性 质 5 知 ,Bui 一 (45 

4A’+E)al=A’ а 一 443 ai +a = (Qi—4A+1)a 2ai ,所 以 ai 是 矩阵 召 属 于 特征 值 wi 一 一 2 的 特 

征 向 量 。 类 似 地 , 设 as 和 as 分 别 是 对 应 于 А, =2.А, = —2 的 特征 向 量 , 即 Aa, =À: a, Aa, =A ai ,于 是 有 
Beas= (一 4 十 1) а= а, Вз = (A$ — 4A +1) а= аз. 

因此 , 算 阵 BB 的 全 部 特征 值 为 1 二 一 2,p 二 ps 二 1。 

9 жЕ В ЖА ЖОЕ, ОЕШ BA TREE =l 的 特征 向 量 是 8 一 (zi,zzyzs)T, 则 有 ap 一 
zi 一 zz 十 za 一 0, 所 以 矩阵 如 属于 特征 值 w 一 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 是 Bs 二 (1,1,0)7,3,= (—1,0,1)". 
因此 ,矩阵 召 属 于 特征 值 pi 一 一 2 的 特征 向 量 是 a1 二 kl (1, 一 1,1)T, 其 中 心 是 不 为 0 的 任意 常数 ;属于 特 
征 值 u=1 的 特征 向 量 是 k. (1,1,0)T 十 如 (一 1,0,1)5, 其 中 心 ,As 是 不 全 为 0 的 任意 常数 。 

Gi) 由 于 Ba, =—2 a, ‚B8: =$; , BB, =P; ,有 Bla, ‚В; ,.B.)=(—2 а, ,Bi ,Bs), 从 而 


9 1 =] 
В = (—2а\,,Вз)(а\,а:›а,)! = 10 1 |. 


—1 1 0 
a 1 1 

mara a a 
1: <=} а 


|A—E| Wt. (2002 年 ) 
提示 E A 的 特征 值 为 4 二 4, =а+1,А =а—2, ЖА А=а+1 对 应 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
为 mi 一 (1,1,0)7,az 一 (1,0,1)7; 特 征 值 M 一 a 一 2 对 应 的 特征 向 量 为 ws: 一 (一 1,1,1)7。 令 P= (a ,az ,as ) 一 


1 = а+1 
10 1 |, 有 P :4P 一 a+1 А 
0 1 а—2 


1 
1 
因为 4 的 特征 值 是 а+1,а+1,а—2,Җ 4 一 已 的 特征 值 是 ayaya 一 3。 根 据 定理 5.2,|A 一 E|==a? (a 一 3)。 


ж» ek 2 
值 ;(i) 求 正 交 和 矩阵 Q, E Q'AQ 为 对 角 和 矩阵 。(2001 #) 
提示 : 对 线性 方程 组 Ax 二 Bp 的 增 广 和 矩阵 作 初 等 行 变换 , 有 


iia 1 1 1 a 1 
A=|1 а 1 1 |—|0 а—1 1—а @ J 
a 1 1 —2 0 0 (a—D(a+2) a+2 


1 1 a 1 
(4) нн), а 中 | || еквалаям-аяивла- weran овая 


&@ 方 阵 的 特征 值 . 相 似 与 对 角 化 


因为 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 ,所 以 КОА) = ККА) =2, Ж а= —2,. ЖЕА 的 特征 值 为 41 二 3,4, =0,А = 
-3 E 3 Ë É 2 


4 1 1 
V2 V3 V6 
3: 2 
о=| 0 万 一 后 | 
—1 1 1 
% V3 6 


ZOZ 


二 次 型 


一 、 基 本 要 求 


. 掌握 二 次 型 及 其 矩阵 表示 ,了 解 二 次 型 的 秩 的 概念 。 

.了解 合 同 变换 和 合同 矩阵 的 概念 。 

了 解 实 二 次 型 的 标准 形 及 其 求法 。 

.了解 惯性 定理 (对 定理 的 证 明 不 作 要 求 ) 和 实 二 次 型 的 规范 形 。 
. 了 解 正定 二 次 型 .正定 矩阵 的 概念 及 它们 的 判别 法 。 


二 、 知 识 网 络 图 


л = оо го н 


n 元 二 次 型 (定义 6.1) 
二 次 型 及 | 二 次 型 的 矩阵 表示 、 二 次 型 的 秩 
矩阵 表示 | 线性 替换 ( 非 退 化 替换 、 正 交替 换 )( 定 义 6.2) 
和 矩阵 的 合同 (定义 6.3) 
标准 形 (定义 6. 4) 
规范 形 (定义 6.5) 
二 次 型 的 | 用 正 交 替换 化 二 次 型 为 标准 形 ( 定 理 6.1) 
标准 形 | 计算 方法 
惯性 定理 (定理 6. 2) 
正 惯性 指数 、 负 惯性 指数 、 符 号 差 
正定 二 次 型 .正定 矩阵 (定义 6.6) 
正定 | 负 定 , 半 正 ( 负 ) 定 ,不 定 二 次 型 (定义 6.7) 
二 次 型 | 正定 二 次 型 的 判断 方法 (定理 6. 3 一 定理 6. 6) 
顺序 主子 式 ( 定 义 6. 8) 


@S;1 二 次 型 及 其 矩阵 表示 


二 次 型 


一 、 知 识 要 点 


定义 6.1 令 忆 是 一 个 实数 域 ,ai (i 一 1,2,…,n,j 二 iyi 十 1,…,n) 为 数 域 P 中 的 数 。 
RA n 个 变量 zi ,zs，… ,x, 的 二 次 齐 次 多 项 式 
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f(z19T29°"  z,) =anzi + 2auzyax + ° + аьла, + 


азай + + 2axzsz, 十 … 十 Con 
称 为 数 域 P 上 的 一 个 n 元 二 次 型 。 
系数 全 为 实数 的 二 次 型 称 为 实 二 次 型 。 简 称 二 次 型 。 本 章 只 讨论 实 二 次 型 。 
一 般 地 ,在 上 式 中 令 a; 二 a (<), WA 


2 
J Qa z2 ° z.) Santi 十 alzZlzzs 十 … + aziz, + 


г. з. + 
а 2221 T а2222 7 азы? Tn 


ww 让 
аата: a A T E E 
5 
an а * аһ Tı 
ад атг аһ 22 
А = 5 ， х= 
ат a, ам Tn 
则 有 
ап а ° ам Tı 
= л E о |! 


Am аһ ** ам Tn 
称 x'Ax 为 二 次 型 的 矩阵 表示 。 显 然 4 一 47。 
注意 ,二 次 型 与 对 称 矩 阵 之 间 存 在 着 一 一 对 应 关系 ,也 就 是 说 , 任 给 一 个 二 次 型 就 唯一 
确定 一 个 对 称 和 矩阵; 反之 , 任 给 一 个 对 称 和 矩阵 也 唯一 确定 一 个 二 次 型 。 网 站 ЖаШ 
A 称 为 二 次 型 f —xTAx 的 矩阵 ;4 ПКО f =x Ax WEK; f =xTAx 称 为 对 称 和 矩阵 4 的 二 
次 型 。 
与 二 次 型 对 应 的 对 称 和 矩阵 A 的 对 角 元 素 a; 为 二 次 型 中 zx? 的 系数 , 非 对 角 元 素 ау 


(i 地 让 为 二 次 型 中 ziz 的 系数 的 + 
定义 6.2 设 titrs, Ml yis yz" ИРЕ: 如 下 关系 式 


21 = сиу 十 clzys + ° + СУ > 


22 = Cay 下 5C2232 T °° T Coya + 


Жы = сау соу T === T cay s 
ОМ ау олоо, 到 变量 у. у; ,…':y 的 一 个 线性 替换 ,和 矩阵 C= (c; ) 称 为 该 线性 替 
换 的 系数 矩阵 。 如 果 系 数 矩 阵 的 行列 式 不 为 零 , 即 |1C| 天 0, 那么 线性 替换 称 为 非 退 化 的 ; 否 
则 , 称 为 退化 的 。 如 果 和 矩阵 С Сс) 是 正 交 甜 阵 , 则 线性 替换 称 为 正 交 替换 。 


令 


CS (c)n х= | |, у= 


Tn Yn 


6.1 二 次 型 及 其 矩阵 表示 £ 


则 线性 替换 可 写 为 
х = Су. 
设 二 次 型 为 f (zz，…zo) =X Ax, Н ASAT. 经 非 退 化 线性 替换 x 二 Cy, 可 得 
f (аа зла) = (Cy)TA(Cy) = у'(СТАС)у 一 yTBy 。 

它 是 关于 变量 wm ,ys，… ,yy 的 新 二 次 型 ,B 为 新 二 次 型 的 矩阵 。 

定义 6.3 对 于 给 定 的 同 阶 和 矩阵 A 与 吾 , 若 存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 СТАС= В. ШЖК B: 
4 与 B 合同 , 记 作 ASB, 

矩阵 的 合同 关系 是 一 种 等 价 关系 , 即 : 

a) 反 身 性 4 人 4; 事实 上 ,4 一 ETAE。 

(2) 对 称 性 AS B. д] B 全 4。 事实 上 ,由 了 一 CT4AC, 得 4 一 (C TBC. 

G) 传递 性 Ж АСВ, ВСС, 0] ASC. ҸЕ, Н B=CAC, ‚C=C BC, , НАЯ C= 
《人 5。 


二 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 二 次 型 与 矩阵 的 对 应 关系 
例 6.1 写 出 二 次 型 flx ,zz ,zs) 王 (aizl 十 aszs 十 aszs)2 的 矩阵 。 
分 析 先 将 表达 式 展 开 ,再 写 出 对 应 的 矩阵 。 
# ”因为 
f ay s zx z) = (арх + ах; + aszs)2 
aixi + 2а\азхух» + 2aiaszizs 十 az + 2азазхәхз + a 


所 以 该 二 次 型 的 矩阵 为 
аї ааз ааз 
aa а aza; |. 


t 
323. 


А = 


ааз ааз ai 


类 似 地 ,可 以 写 出 下 列 二 次 型 对 应 的 矩阵 : 

(1) е2 +4212, +2zi+4z;z; T-3z3; (2) = 2012, +3zš+4ziz, -2zyzs +2z3 。 

题 型 2 证 明 题 

例 6.2 设 x 为 n 维 列 向 量 ,A 为 n 阶 反 对 称 矩 阵 , 证 明 : х'Ах=0„ 

分 析 利用 矩阵 的 乘法 运算 和 反对 称 和 矩阵 的 定义 , 即 AT =A, 

证 ”对 于 任意 的 n 维 列 向 量 x, 由 于 TAx 是 一 个 数值 , 且 AT7 二 一 A, 所 以 有 

хТАх = (x"Ax)" = xTAT(xT)T =— xTAx, 

进而 有 xT4x 一 0。 证 毕 
a 0 0 b 0 0 
0 b "у с 0 
0 0 < ооа 

分 析 根据 矩阵 合同 的 定义 证 明 。 注 意 到 ,两 个 矩阵 的 对 角 线 元 素 的 位 置 进 行 了 互 换 ， 
可 以 用 第 一 种 初等 矩阵 实现 。 

证 不 难 验证 


例 6.3 证 明 : EE 


合同 。 
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0 о\ (а 0 0y% 1-0 ó 0 O 
f 0 ] [ b " 1 0 ] = [ а | 
0 0 1300 0 с)\0о 0 1 0 0 c 
1 0 oyf о оүп о о b 0 0 
f 0 ] [ a " 0 0 ' = [ c | 
О 0/1000 BAD p 0 0 0 а 
合 写 为 
1 0 011f0 Oire: © 0y/0 l 0 (I 0 0 b 0 0 
0 中 0 | b ] 1 0 中 0 18 с | 
о 1 0310 о 17/00 о сј 0 о 1310 YY 0 ооа 
5 


a 0 0 ьо о 
由 矩阵 合同 的 定义 6.3 п, Е |0 b 0 | 与 矩阵 |0 с " 合同 。 证 毕 
оос ооа 


例 6.4 DHERA УВ {ИШЕ С 与 六 合同, 证明, ШЕ ñ oj 与 [。 p) ам. 


° c 0 D 
分 析 利用 矩阵 合同 的 定义 及 分 块 窍 阵 的 乘法 证 明 。 
证 ”因为 矩阵 4 与 妃 合 同 , 所 以 存在 可 逆 和 矩阵 P, ,使 得 B= PI AP, ;又 因为 矩阵 C Ур eA 
同 ,所 以 存在 可 道 和 矩阵 Р, ,使 得 D— P; CP, 。 


aai t s 
И p |T 
в 0) (Р, Oy ҮА ӨҮҮР, 0 
(о 让 =- | |» м 
" A Ü B 0 ИТЕ I 
кшш (а dale p) ên. HE 
类 似 地 ,可 以 证 明 : 若 和 矩阵 4 和 B Jn] E: H. A 与 B 合同 , 则 А! ЫБ B 合同。 
三 、 课 后 习题 选 解 


1. 判断 下 列 各 式 是 否 为 二 次 型 ,若是 , 写 出 对 应 的 矩阵 : 


(1) f=<=I+2zi+zxi+4zizí zo (2) f= xi +H4ri— ri trir — rr ta s 
(3) у= а1 43а +42122; (4) /=хї+ /лух 425. 


分 析 根据 定义 6.1 判定 ,若是 二 次 型 ,根据 二 次 型 与 对 称 和 矩阵 的 关系 写 出 对 应 的 矩阵 。 
解 (1) 因为 表达 式 中 含有 一 次 项 lj, 所 以 了 不 是 二 次 型 
(2) 因为 表达 式 中 含有 常数 项 1, 所 以 了 不 是 二 次 型 


(3) 是 二 次 型 ,对 应 的 矩阵 为 4- 人， 2), 


6.2 二 次 型 的 标准 形 的 


(4) 因为 表达 式 中 含有 无 理 项 Var ,所 以 了 不 是 二 次 型 。 

2. 写 出 下 列 二 次 型 对 应 的 矩阵 并 求 出 其 秩 : 

(1) f==z* —zizs T+2zyzs 24; (2)f=2xiz; +4х,ху+6хух‹„ 

分 析 根据 二 次 型 与 对 称 矩 阵 的 关系 写 出 对 应 的 矩阵 ,然后 求 出 矩阵 的 秩 , 即 为 二 次 型 的 秩 。 
0 1⁄2 —1⁄2 0 


解 1) 易 见 ,对 应 的 给 阵 为 4 一 | V o °| *ea6ugnunaama kuma 
0 0 0 1 
Жл. 

0 1 0 0 
102 0 

a= о sÍ 不 难 求 得 该 矩阵 的 秩 为 4, 即 二 次 型 的 秩 为 4。 
ооз 0 

3.， 写 出 下 列 答 阵 对 应 的 二 次 型， 
1 | 1 # 0 0 
—1 1 一 2 1 z 3 0 0 

(1) 4 一 ; (2) A= . 
=e @ 一 3 0045 
1 1 = 210: о о 5 6 


分 析 根据 二 次 型 与 矩阵 的 关系 [二 xTAx, 将 其 展开 即 得 二 次 型 表达 式 。 

解 根据 矩阵 的 乘法 ,不 难 求 得 : 

(1) f=<=l—2zizx —6ziz; +2zi z, zi —4z; z; T+2z,z Ҥ+2хл}—6хул\ 

(2) /=хї+4х\х;, +3х#+4х%1+10лух,+6хї.„ 

4。 当 上 为 何 值 时 ,二 次 型 flx sx: z, )==zl+6ziz: +4zi z; +2хї}-Е2хл› хз +t 0 2, 

分 析 根据 二 次 型 与 矩阵 的 对 应 关系 , 写 出 对 应 的 矩阵 ;然后 利用 初等 行 变换 将 矩阵 约 化 为 行 阶梯 形 
矩阵 ,进而 根据 已 知 条 件 确定 t 的 值 。 


й 二 次 型 的 矩阵 为 
13 2 1 3 2 
a-f; 2 |-[ 2 + | 
. 1 ż 0 0 717—3 
因为 二 次 型 的 和 铁 为 2, 所 以 RC(A) 二 2, 故 :=3/7, 

@s:2 二 次 型 的 标准 形 


一 、 知 识 要 点 


定义 6.4 WMR n TKH y (CAC) y 具有 如 下 的 形式 
diyi +d,y; +% + d,yt, 
其 中 di #0G=1,2, srr <n) , 称 这 个 形式 为 二 次 型 的 一 个 标准 形 。 和 矩阵 
di 
d, 
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称 为 对 称 和 矩阵 A 的 合同 标准 形 和 矩阵 ,简称 为 A 的 标准 形 。 
定理 6.1 任 给 二 次 型 /二 xTAx, 总 存在 正 交 替换 x 二 Py, 将 f 化 成 标准 形 , 即 
F = Аз Hyi + e БА» 
其 中 А\ АА, ЖА 的 特征 值 。 
用 正 交替 换 将 二 次 型 化 为 标准 形 ,其 特点 是 保持 几何 图 形 不 变 。 因 此 , 它 在 理论 和 实际 
应 用 中 都 有 非常 重要 的 意义 。 根 据 5.4 节 中 的 方法 ,可 利用 正 交替 换 将 二 次 型 f—xTAx 化 
为 标准 形 ,具体 步骤 为 : 
第 一 步 ” 写 出 二 次 型 的 矩阵 4; 
第 二 步 ” 求 出 4 的 特征 值 Ma ,zs 
第 三 步 ” 求 出 对 应 的 标准 正 交 的 特征 向 量 组 Nett as 
BWP AM oqe ,为 列 向 量 构造 正 交 和 矩阵 P; 
EF EZEK x 二 Py, 即 可 将 二 次 型 f=x Ax 化 为 标准 形 
f = Ay) Hry А HAY o 
定义 6.5 ”如果 二 次 型 y (CAC) y 具有 下 面 的 形式 
Ji Hyi + e 1 ур — уры — Ура — 7° — уне, 
称 这 个 形式 为 二 次 型 xTAx 的 规范 标准 形 ,简称 为 规范 形 。 
定理 6.2( 惯 性 定理 ) 任 一 二 次 型 都 可 以 化 为 规范 形 。 一 个 二 次 型 的 规范 形 是 唯一 的 。 
推论 ” 任 一 实 对 称 和 矩阵 都 合同 于 如 下 形式 的 对 角 和 矩阵 


E, 0 0 
0 —E, 0|, 
0 0 0 


其 中 E,,E, 分 别 为 p Ма 阶 单位 矩阵 , 且 р+д=К(А), 

在 二 次 型 的 规范 形 中 ,系数 为 正 的 平方 项 的 个 数 p 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 ,系数 为 负 
的 平方 项 的 个 数 q 称 为 二 次 型 的 负 惯性 指数 , 正 负 惯 性 指数 的 差 p 一 g 称 为 二 次 型 的 符号 
差 。 对 二 次 型 的 矩阵 ,也 有 同样 的 定义 。 

计算 二 次 型 的 惯性 指数 有 两 种 方法 : 

(1) 求 出 二 次 型 的 矩阵 的 所 有 特征 值 , 正 的 特征 值 的 个 数 即 为 正 惯性 指数 , 负 的 特征 值 
的 个 数 即 为 负 惯 性 指数 。 

(2) 利用 配方 法 将 二 次 型 化 为 标准 形 ,系数 为 正 的 平方 项 的 个 数 即 为 正 惯性 指数 ,系数 
为 负 的 平方 项 的 个 数 即 为 负 惯 性 指数 。 


=. 疑难 解析 


1. 如 何 正 确 理解 和 使 用 配方 法 ? 

СТ) 使 用 配方 法 时 ,应 先 找 出 一 个 有 平方 项 的 变量 ,将 含有 此 变量 的 所 有 的 项 集中 在 一 
起 配 完全 平方 。 正 确 的 配方 应 该 满足 这 样 的 要 求 : 经 配方 后 所 余 各 项 中 不 再 出 现 该 变量 。 
照 此 办 法 继续 配方 ,直至 将 所 有 的 项 都 包含 在 完全 平方 项 中 。 按 此 程序 所 得 的 线性 变换 必 
定 非 退化 。 

(2) 如 果 二 次 型 中 只 有 混合 项 ,没有 平方 项 , 先 将 一 个 混合 项 经 过 线性 变换 变 成 两 个 新 
变量 的 平方 差 , 然 后 按 前 述 办 法 实施 配方 法 。 

(3) 按 配方 法 得 到 的 线性 变换 和 标准 形 都 不 是 唯一 的 。 但 无 论 怎样 ,不 管用 什么 方法 


6.2 二 次 型 的 标准 形 @ 


所 得 二 次 型 标准 形 中 所 含 平方 项 个 数 是 唯一 确定 的 。 如 在 实数 域 中 讨论 实 二 次 型 ,其 标准 
形 中 所 含 正 负 平方 项 个 数 也 都 是 唯一 确定 的 。 

2. 通过 正 交替 换 法 或 配方 法 将 二 次 型 化 为 标准 形 时 ,得 到 的 标准 形 是 否 唯一 ,说 明 
理由 。 

答 不 唯一 。 理 由 如 下 : 

(1) 对 同一 个 二 次 型 ,使 用 的 方法 不 同 , 得 到 的 标准 形 可 能 会 不 同 。 看 一 个 简单 的 例 
子 。 考 虑 二 次 型 /一 xf 一 473 十 9z3, 它 本 身 就 是 标准 形 的 形式 。 如 果 作 下 面 的 非 退 化 线性 
替换 


„Жн, 
nal 
2 292? 
_ 1 
тз = уз» 


$ 
则 原 二 次 型 就 化 为 新 的 二 次 型 f= у] — у; уз. К ТТ СК NAD e t K ЖШ fJ p 
准 形 。 这 表明 ,同一 个 二 次 型 对 应 的 标准 形 并 不 唯一 。 

(2) 若 利 用 正 交 蔡 换 化 二 次 型 为 标准 形 , 各 平方 项 的 系数 恰好 为 二 次 型 的 矩阵 的 特征 
值 。 但 利用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 时 ,由 于 所 使 用 的 非 退 化 替换 的 矩阵 不 一 定 是 正 交 和 矩 
阵 , 所 得 二 次 型 的 平方 项 的 系数 不 能 保证 是 二 次 型 的 矩阵 的 特征 值 。 这 也 表明 二 次 型 的 标 
准 形 并 不 唯一 。 

(3) 经 过 观察 还 可 以 发 现 , 虽 然 上 述 二 次 型 的 标准 形 的 形式 不 同 , 但 系数 为 正 的 平方 项 
的 个 数 与 系数 为 负 的 平方 项 的 个 数 是 不 变 的 。 这 并 不 是 偶然 的 ,系数 为 正 的 平方 项 的 个 数 
为 该 二 次 型 的 正 惯 性 指数 ,系数 为 负 的 平方 项 的 个 数 为 该 二 次 型 的 负 惯性 指数 。 


三 、 经 典 题 型 详解 
题 型 1 利用 正 交 变换 法 求 二 次 型 的 标准 形 
例 6.5 求 正 交替 换 x 一 Py ,将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 指出 其 正 负 惯 性 指数 ， 
(1) f=5=z1—2ziz, d 6ziz; T52z2—6z;zí 325; 
(2) = 32? +8012: —4ziz; 325 42.23 625. 
分 析 ”按照 正 交 替换 法 的 五 步骤 求解 。 然 后 根据 惯性 指数 的 计算 方法 ( 正 负 特 征 值 的 
个 数 ) 给 出 二 次 型 的 正 负 惯性 指数 。 

解 (1) 第 一 步 写 出 二 次 型 对 应 的 矩阵 。 
易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 

5 一 1 3 

A= É 5 -} 
3 一 3 3 


第 二 步 ” 求 出 矩阵 4 特征 值 。 
HERE A 的 特征 多 项 式 为 


А—5 1 一 3 

1 2-5 3 
一 3 3 2-3 
所 以 4 的 特征 值 为 41 =0.А: =4,А:=9. 


AQ — 4)Q —9) = 0, 


ІАЕ А | 


8 жеж 二 次 型 


第 三 步 ” 求 出 对 应 的 标准 正 交 的 特征 向 量 组 。 
А, =0 RA QE 一 A)x=0, 由 于 


一 5 1 一 3 10 1⁄2 
—A= 1 5 3 二 10 1 = 1/21; 
== 3 3 =3 0 0 0 


=] 


=f 
ЖАРАУ HY Е 09 APIE | ht a, = ipanen у 
2 


2 
ЖА 4 IÇ AQE—A)x=0,H T 
1 1 一 3 1 1 0 
| 1—1 3 - 0 J 
—3 3 1 0 00 


1 


1 


1 
求 得 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 a; = | 1 |, 将 其 单位 化 ,得 到 y。 -| 1 | А 


0 0 
H as =9 RA GE —A)x=0, H T 
4 1 一 3 1 0 一 1 
9Е-А=| 14 3|>|lo 1 中 
—3 3 6 00 0 


1 1 
А -| KG. ЕЕ 
1 1 


BAF HEZE. 


$ 
r ож 
6 2 B 
| i L-i 
6 # B| 
后 ү) 
J P КОТЕ ЗР BEBE, 


第 五 步 ” 作 正 交 变 换 , 给 出 二 次 型 的 标准 形 。 
4 x 二 Py, 得 到 标准 形 为 745-953. 
根据 二 次 型 的 惯性 定理 ,二 次 型 的 正 惯性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 0。 


(2) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


A= 


矩阵 А 的 特征 多 项 式 为 


6.2 二 次 型 的 标准 形 5 


Q —7)2Q +2) = 0, 


А-3 —4 2 
| aE —A | 4 2-3 2 
2 —2 А—6 


所 以 4 MARIEN Ai =A: =7 = —2, 
А =А4,=7 AOE —A)x=0, HF 


4 一 4 
7E—A= |— 4 4 
2 —2 


求 得 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 一 


化 ,得 到 


(B. ,a,) 


1 =y 
] | ,az 一 0 
0 2 


= 1⁄2 
о о |, 
0 0 


。 利 用 施 密 特 正 交 化 方法 ,将 其 正 交 


(В. .В.) 


B. 


1 =1 
А И рр = 让 |a- zl у 
4 


将 1 一 一 2 К АОЕ—А)х=0.Н + 
—5 一 4 2 
2E—A R 5 —2 
2 —2 —8 


求 得 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 cs 一 


Ф 


ый.“ 
342 


1 0 =2 
一 |0 1 2 |, 
0 0 0 


2 
2 annens] 


1 


| w| ce 


MJ P HERKEZE., S x 二 Py, 得 到 标准 形 为 二 7yf 十 7y 一 2y3。 相 应 的 正 惯性 


指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1 。 
评注 
例 中 属于 Аз = 9 的 特征 向 量 a; 与 à = 


(1) 由 定理 5.9 知 , 实 对 称 和 矩阵 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ,所 以 本 
Ао =0 对 应 的 特征 向 量 正 交 ,只 需 将 其 单位 化 即 可 。 


(2) 特征 向 量 ( 即 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ) 的 取 法 不 是 唯一 的 ,所 以 正 交 和 矩阵 了 也 


不 是 唯一 的 。 


G) FERRIES PE Р. АЕ ТЕ ЖЕ Шр, ,加 ,如 的 顺序 是 可 变 的 ,但 得 到 的 对 角 阵 中 


hi va ,hs 的 位 置 也 要 做 相应 的 变化 。 


guos 


类 似 地 , 求 正 交替 换 x 二 Py, 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 指出 其 正 负 惯性 指数 : 

(1) 太一 好 十 4zizz 十 4zizs 十 好 十 4zazs 十 3 

(2) р= 21 42122 821203 423 —4ләл3 4-25, 

06.6 已 知 二 次 型 f=x1+2aziz; 220123 +z; + 2bz,z; + z3 Aih iF Ж e AmE 
JÉ 7= 52 —2у5.629 a,b 的 值 及 所 用 的 正 交 蔡 换 矩 阵 。 

分 析 根据 已 知 条 件 写 出 对 应 矩阵 和 对 角 矩 阵 ;然后 利用 和 矩阵 与 其 对 角 和 矩阵 之 间 的 关 
系 建立 方程 组 , 求 得 参数 a,b 的 值 ; 最 后 利用 正 交替 换 法 求 出 所 用 的 正 交 蔡 换 和 矩阵 。 

解 ” 蔡 换 前 后 二 次 型 对 应 的 矩阵 分 别 为 


1а 1 ооо 
А= |а 1 ó|, A=|0 1 0}, 
1 b 1 0 0 
设 所 求 正 交替 换 矩 阵 为 己 , 则 P'AP=A 。 两 边 取 行列 式 , 并 注意 到 | 一 士 1, 可 得 
|A |= 一 (一 0 一 |A1=0。 


从 而 得 到 a=b, 

XAH P AP=P APSA , 即 A УЛ 相似 ,从 而 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 , 代 入 a=b 
后 可 得 
| AE —A |= А —32 + (2 — 2a? )À =| AE — A |= Q—0Q— DQ —2 = АЗ — 3}? 十 21。 
比较 系数 可 知 ,2 一 2a? 二 2, 即 a 二 0。 因 此 ,参数 a,b 的 取 值 为 a 二 6=0。 

易 见 ,矩阵 4 的 特征 值 为 41 二 0,X, 二 1,4s 二 2。 

Ki a =0 RAAE —A)x=0, HF 


—1 0-1 1 0 1 
0 一 了 0 一 IO 1 Oj; 
一 0 一 1 0 0 0 


=} 
‚ЖЕК {ЕЙ -| 中 


—А = 


—1 
0 
1 
将 X==1 代 入 QE 一 A)x==0, 由 于 


求 得 对 应 的 特征 向 量 为 @ = 


0 0 —1 1.0 0 
Е-А=| 0 0 中 0 j 
= 0 0 0 0 0 
0 0 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 c* 一 | 1 жаванне || 
0 0 


将 13 一 2 RA QE —A)x=0, HF 


求 得 对 应 的 特征 向 量 为 :一 | 0 


1 


1 
nanenane 
1 


6.2 二 次 型 的 标准 形 Z 


FEHR EZE RE ЕУ 
—1 0 1 
1 
Р= | 0 {2 Ql 
va 101 


ЕЕ ИУ |О0Е—А|=|Е—А|=|2Е—А|=0 确定 参数 的 值 。 
类 似 地 , 设 二 次 型 у=т]-++3хлў-++2алх,х;-+3хї(а:>0) 可 以 通过 正 交 替换 可 化 为 标准 形 
= уі tyi +5y s REX а 的 值 及 所 用 的 正 交 替换 。 
题 型 2 利用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 
例 6.7 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 求 对 应 的 替换 矩阵 : 
(1) = 好 十 4zizz 十 4zizs 十 好 十 4zzzs 十 zs 
(2) 太一 好 一 4zizz 一 8zizs 十 4 好 一 4zzzs 十 2 。 
解 (1) 对 二 次 型 进行 配方 ,可 得 
了 一 好 十 4zizs 十 4zizs + z2 十 4zazs + zs [zi + 42 (а + zs) ] + z2 十 4zazs +a? 
(21 +202: + zs) )° — 4 (z; аз) + z2 + 4z;zs +r? 


= (a + 2z: + 2zs)2 — 3zš — 4x213 — 35 


(zl + 22, + 223) — 3 (= + Sx ) 513. 
5 
yı 一 Zi 十 2zs 十 2zs， 
yz = 22 + 3 , 
Уз = T3 
Bp 


жу = у -2y — 23, 


2 
Tz = у зз, 
Ta = уз, 


将 其 代入 记得 到 对 应 的 标准 形 为 уу —3y1— 3 BERTEM 


(2) 对 二 次 型 进行 配方 ,可 得 
f == — Алл» — 82123 t 4x — 4х,х, + zš = [xi — 4x (ax 223) 14425 — 42:23 + zŠ 
一 [zi — 2(z; + 2х;) ]? 一 4(zs + 2х;)% +425 一 4zzzs 十 并 


(ay — 2zy — 4r) 1s( = 2223 +=) 


2 
(21 — 223 даз) + Pat 15 (fetes). 


令 


& 第 6 章 二 次 型 | 


2 
э = др — 202 — 4лз» m у у йуз, 


е тар 即 ја = y 


_ 2 
эз = зра ла, zs =— 25. +з, 
将 其 代入 记得 到 对 应 的 标准 形 为 太一 光 十 加 汝 一 15 呈 ,所 用 的 非 退 化 线性 替换 矩阵 为 


£ = 4 


0 一 1 


2 
3 
C=|0 1 0j 
2 
3 
ZE AELH p НМ rik k, УЙ С ҮК Җ! фк ЙЕ, JER ЛУ A PE PAE ИЕ. 
(1) f=5z1—2ziz; T 6ziz; T5z2—6z;z; 325; 


(2) 太一 3zi 十 8zizs 一 4zizs 十 3z8 十 4zazs 十 6z3 o 


四 、 课 后 习题 选 解 


1. 分 别 用 正 交替 换 法 .配方 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 给 出 相应 的 非 退 化 线性 替换 矩阵 以 及 惯性 
指数 : 

(1) f= —2ziz; T2ziz; 20223; (2) /=2хЇ—4хул,+х}—А4х,х,., 

分 析 使 用 正 交替 换 法 时 ,根据 化 二 次 型 为 标准 形 的 基本 步骤 进行 ;在 使 用 配方 法 时 ,需要 根据 二 次 型 
的 具体 形式 进行 约 化 。 惯 性 指数 可 以 根据 二 次 型 的 标准 形 确定 。 

E D 正 交 替换 法 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


"= 1 
A=|—1 ©- 1 

1 1 0 
А t =f 


1 A =f 
=i = .4 


矩阵 和 的 特征 多 项 式 为 


|E А |= = Q—12:G+2) = 0, 


所 以 A 的 特征 值 为 A 二 Xs 二 1,4; 二 一 2。 
ЖА = =1 代入 QE 一 A)x 二 0, 由 于 


1 з =% Е =ї 
E—A= 1 = id ， 
= ы! 1 0 0 0 


=f 1 
| ||) 利用 施 密 特 正 交 化 方法 ,将 它们 正 交 化 ,得 到 
0 1 


6.2 二 次 型 的 标准 形 @ 


= 
| 中 R= a Вар | 
0 


再 进行 单位 化 ,得 到 


将 入 二 一 2 代入 QE 一 A)x=0, 由 于 


2 $ =1 1 @ 1 
—2E—A = 和 
a зе = 0 0 0 


=y 1 
Еа 


1 | а 
5 
“k 名 二 下 
Z E B 
РОН р О ЕК : 
л 后 E| 
Ж 3 
е 2 


则 P 34% R E k A EB. 4 x 二 Py, 得 到 标准 形 为 一 并 十 邓 一 2 中 。 相 应 的 正 惯 性 指数 为 2, 负 惯性 
指数 为 1。 
z=x +s 21 1 1 0\ 
配方 法 ненна | =f БЕ 
23 = уз 0 0 1/\ys 
f =— 23i +254 十 4713a， 


T3 


再 配方 ,得 
了 一 一 2(y — y)? + 2у# + 255 , 


а 5y Ууз, zı 1 0 =1ү[л 
4 zz 二 ye， 即 EE 1 0 B 了 可 得 标准 形 为 
0 0 1 Уз 
f =— 22 + 225 + 225. 


zs = уз, 23 


对 应 的 非 退化 线性 替换 矩阵 为 


1 10f0o –1ү" t 277090; 1 £ 1 
1—1 o|o 1 o| =|i —1 ollo 1 0l=|1 —1 1|. 
о о 1/00 1 о о 1/00 01 0 01 


显然 ,该 二 次 型 的 正 惯性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1。 
(2) EZERA 吻 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


‚ Жы 0 
A=|—2 1 一 2 
0 一 2 0 


(4+2) (4—1) (4—4) 一 0。 


C= 


矩阵 A 的 特征 多 项 式 为 


[АЕ А | 
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REA 的 特征 值 为 41 二 一 2,4, 二 1, 一 4。 
# A= —2 代入 QE 一 A)x=0, 由 于 


一 4 2 0 1 0 一 1/2 
—2E—A = 2 一 3 А а T = jk 
0 2 =з 0 0 0 


1 
кеяваваллиневалы-| г) 将 其 单位 化 ,得 到 


2 
1 
1 
m= 2 |。 
2 
ЖА =1 代入 (UE 一 A)x=0, 由 于 


—1 2 0 210 1 
E—A= 2 0 31 一 10 1 1/2 |, 
0 2 1 0 0 0 


一 2 
КЕ 。 将 其 单位 化 ,得 到 


2 


将 hs 二 4 代入 QE 一 A)x=0, 由 于 


。 将 其 单位 化 ,得 到 


СЕСЕ 
1 


1-2 2? 
ze; ik тй = 
P=+|2 -1 —2}, 

2. p i 


M| P S f$ Ri ЕЖЖ#Ф#ЕЖ, 4 x 一 Py, 得 到 标准 形 为 f=—2y y; +4yi, ЕМЕ 2, f W 
性 指数 为 1 。 
配方 法 对 二 次 型 进行 配方 ,可 得 
f =2(ай — 22122) + zš — 4z;zs = 2 (mi — 12)? — zi — 4a: T3 
一 2 (zl — x2)? — (zz: + 2z;)2 + 4zš, 
NET» „ху=уу+у;—2уз, 
4 zz 一 办 一 2ys， 将 其 代入 f, 得 到 对 应 的 标准 形 为 


3 一 Tay 


Ts 一 Ja， 


6.2 — 


f= 2у — у +455, 


ъз =@ 
C=|0 1 —2 |. 
0 0 1 


显然 ,该 二 次 型 的 正 惯性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1。 

2. 已 知 二 次 型 f 一 az 十 (4 一 2a)zizz 十 az 十 2z3 的 秩 为 2, 求 参数 a 的 值 , 并 利用 正 交 替换 将 该 二 次 
型 化 为 标准 形 。 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 6. 2。 

解 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 及 其 行 阶梯 形 和 矩阵 为 


a 2—a 0 1 1 0 
A=|2—a a 0 1-= |0 2—1 0]. 
0 0 2 0 0 1 


Ж Жї E ЖАВ Е 


110 
-| 1 | 
0 о 2 
矩阵 入 的 特征 方程 为 
à—1 -1 0 
laE—A|=|—1 4—1 0 | =л4-2)°, 
0 0 4—2 


所 以 A 的 特征 值 为 A1 二 0,Xs 二 A 二 2。 
将 办 一 0 代入 (和 四 一 人 A)x 一 0, 由 于 


二 11-0 
0Е-А = |-1 —1 0|—|0 0 1 |, 
0 0 2 0 0 0 


1 =} 
| Ж ,让 | 
0 0 


将 和 = 二 和 二 2 代入 QE—A)x=0, H + 
1 —1 0 1—10 
< 1 中 | 0 0 
o 00 о оо 


1 0 1 
求 得 对 应 的 特征 向 量 为 =. 容易 验证 它们 是 正 交 的 ,将 它们 单位 化 ,得 到 =) 
0 1 0 


. 


ГА 


І 
р 
= о о 
Saa 
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Ë 1 ] 

1 

p= 11| тї 0 |, 

2 

人 0 0 2 

M| х=Ру 即 为 所 求 的 正 交 替换 , 且 对 应 的 标准 形 为 f= 二 2z3 十 2zx3 。 

3. 设 二 次 型 /=хї—4хул; 一 4zlzs 十 好 十 2azzzs 十 好 在 正 交 替换 x 一 Qy 下 的 标准 形 为 3y +3y + 

b RER а,Ь 的 值 及 所 用 的 正 交替 换 。 


分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 6. 2。 
解 替换 前 后 二 次 型 的 矩阵 分 别 为 


i —2 —2 3 0 0 
—2 a 1 0 0 b 
多 


因为 所 做 的 是 正 交 替换 ,所 以 A 与 A 的 迹 \ 行 列 式 、 特 征 值 和 特征 多 项 式 都 相同 。 
H A УЛ 的 迹 相同 可 得 ,1 十 1 十 1 一 3 十 3 十 0, 从 而 0 一 一 3。 
ША 5А 的 特征 值 相 同 可 得 ,A 的 特征 值 为 4 二 4, 二 3,4s 二 一 3。 由 于 
13E—A|=|—3E—A|=0, 
解 得 a 二 一 2。 
# A= =3 代入 QE 一 A)x=0, 由 于 


2 2 2 t p: T 
ЗЕ-А= |2 2 2|—|0 0 O|, 
2 2 2 ооо 


=% =1 
| 中 -| 0 | ,将 它们 正 交 化 ,得 到 


0 1 


=ý 一 1 =i =—1 
к J B. a= В | 中 1 | ' 1 加 | 
0 1 0 2 


再 进行 单位 化 ,得 到 


# л =—3 代入 QE 一 A)x==0, 由 于 


—4 2 2 1 @ —1 
—3E—A= 2 一 4 21 一 10 1 —1 | 
2 2 一 4 0 0 0 


1 ї 
ЕЕ | 


- 


1 
+Z , Pi ЖЕ Ж # 1 E ЕЯ 


з — 
@s:3 正定 二 次 型 


一 、 知 识 要 点 


定义 6.6 如果 对 于 任意 的 EFKE x= (cr ,cs,…,c,)T ,都 有 不 等 式 Са, 
Czat Cn) >00 成 立 , 则 称 实 二 次 型 FCz ,zz，… ,zx,) 二 x Ах 为 正定 二 次 型 ,对 应 的 矩阵 4 为 
正定 和 矩阵。 

定义 6.7 Ü flatisto) 是 一 个 实 二 次 型 。 如 果 对 任意 的 维 非 零 实 向 量 x= 
Cerrero ,Cn) ,都 有 不 等 式 fC осо ое) 0 成立 ,那么 РС ,xz，… ,zs) 称 为 负 定 的 ;如 
果 都 有 f(a cs не ос) 20, ВА РС оао zw) 称 为 半 正 定 的 ;如 果 都 有 fleret scn) 
三 0, 那 么 f(z ,zs，…,z,) 称 为 半 负 定 的 ;如 果 它 既 不 是 半 正 定 的 ,又 不 是 半 负 定 的 ,那么 
faiz + z.) 就 称 为 不 定 的 。 

设 二 次 型 flatita) =x Ax 是 正定 的 。 令 x==Cy,C 可 道 , 则 有 

J a sma y" z.) = ХТАх = уТ(СТАС)у, 

即 二 次 型 УТ (СТАС) у 也 正定 。 

定理 6.3 实 二 次 型 f(z ,zs，…,z,) 二 xTAx 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 标准 形 中 
的 系数 都 大 于 零 В d;>0(i 二 1,2,…,n)。 换 句 话说 ,车 fastar) 正定 , 当 且 仅 当 
4 合同 于 

di 


d, 
其 中 d,>0G=1,2,---,n), 

定理 6.4 KOKA friars a) =x Ax 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 矩阵 A 与 
单位 矩阵 合同 。 

推论 1 如 果 和 矩阵 4 是 正定 的 , 则 |A| 记 0。 

推论 2 设 A 为 n 阶 对 称 矩 阵 。 二 次 型 xTAx( 或 矩阵 4) 正 定 的 充分 必要 条 件 是 : 二 次 
型 的 正 惯 性 指数 等 于 n. 

定理 6.5 实 二 次 型 fCz ,zs,…,z) 一 xzT4x( 或 实 对 称 和 矩阵 4) 正定 的 充分 必要 条 件 
是 : А 的 特征 值 均 大 于 零 。 

定义 6.8 子 式 


ай ав ** as 


称 为 矩阵 4 一 (az )wxw 的 顺序 主子 式 。 
定理 6.6 实 对 称 和 矩阵 A( 或 实 二 次 型 f(z ,zz ,…zo) 一 xT4Ax) 是 正定 的 , 当 且 仅 当 4 的 
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各 阶 顺 序 主 子 式 全 为 正 , 即 
ап ar a 
a= @ ” @| > r=1,2,2.n, 
ап ав * a, 


类 似 地 ,和 矩阵 4 是 负 定 的 , 当 且 仅 当 A 的 奇数 阶 顺 序 主子 式 为 负 , 偶 数 阶 顺序 主子 式 为 
正 , 即 


an ар а, 
бї” “Ë tlg тей, зн 
qa аш ак 
该 定理 称 为 霍 尔 维 茨 定理 。 


二 、 经 典 题 型 详解 

题 型 1 判断 二 次 型 的 正定 性 

例 6.8 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) 一 好 十 2zizz 十 2z3 十 zs 

(2) f 2z1+2zxiz; —6z+-2zx;zs —4z3, 

分 析 写 出 各 二 次 型 对 应 的 矩阵 ,然后 利用 各 阶 顺序 主子 式 的 符号 来 判断 。 
解 (1) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 


110 
А= |1 2 | 
ó QO. 
不 难 求 得 其 各 阶 顺序 主子 式 分 别 为 
i 110 
А, = 1:>0, a= || |—1>% л = |1 2 o|=1>o, 
0 0 1 
由 定理 6.6 知 ,该 二 次 型 为 正定 二 次 型 。 
(2) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 
э 1 ð 
a-f Ig | 
б 1-4 
不 难 求 得 其 各 阶 顺序 主子 式 分 别 为 
-2 1 0 
A, = 一 2 一 0， >= |72 =>, A; = | 1-6 21| =—42<0. 
И. 0 1-4 


由 定理 6. 6 知 ,该 二 次 型 为 负 定 二 次 型 。 
类 似 地 ,可 以 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 
(1) f= —z1I+4zxziz; 22123525 22223 —3z3;5 


6.3 正定 二 次 型 Ç 


(2) f=3zl+-4xz,zx-4z1—4zyzs-F5zi, 

特别 地 ,利用 定理 6.6, 可 以 求 a 的 值 ,使 下 列 二 次 型 正定 : 

(1) /=5хї-++4х\үх,—2хлулхз-Ехў#—2ләхз-Раа% 

(2) f=az1l—4ziz;: —2azizs Hx +H4rzx; +5х%ь 

题 型 2 证 明 题 

例 6.9 ЖА дл 阶 正定 矩阵 ,证 明 : АЖА" ШЕЕ. 

分 析 利用 定理 6.5, 即 正定 矩阵 的 特征 值 全 大 于 零 。 

证 容易 验证 ,车 矩阵 A 对 称 的 , 则 4 一 对 称 。 因 为 4 是 正定 矩阵 ,由 定理 6.5 知 ,4 的 
特征 值 全 大 于 零 。 由 矩阵 的 特征 值 的 性 质 3 可 知 ,4-: 的 特征 值 为 4 的 特征 值 的 倒数 ,所 以 
4 一 的 特征 值 全 大 于 零 。 因 此 ,4 是 正定 矩阵 。 

因为 A 为 正定 和 矩阵 ,所 以 14| 二 0, 由 上 可 知 ,47! 是 正定 矩阵 ,所 以 A" 一 |414- 也 是 正 
EEM, 证 毕 

评注 “验证 某 个 矩阵 是 正定 矩阵 需要 满足 两 条 : 一 是 验证 该 矩阵 是 对 称 和 矩阵 ;二 是 验 
证 该 矩阵 或 者 满足 定义 6. 6 ,或 满足 定理 6. 3 一 定理 6. 6 及 其 推论 中 的 某 一 个 结论 。 

例 6.10 设 4 是 一 个 实 对 称 和 矩阵。 证明: 对 充分 大 的 1,tE 十 A 是 对 称 正定 矩阵 。 

分 析 利用 定理 6.5 和 和 珑 阵 的 特征 值 的 性 质 5 证 明 。 

证 А.А, ,А, 为 矩阵 4 的 特征 值 ,由 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 Ж.А, HtA 十 t，… sAn 十 
t HIERE EA 的 特征 值 。 = > тах |à, | HJ. EA 的 特征 值 全 大 于 零 , 又 因为 EHA 是 对 称 


和 矩阵 ,所 以 在 十 4 是 正定 矩阵 。 证 毕 
三 、 课 后 习题 选 解 


1. 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) /=2хї+4хух,—4хуху-+5х}—8х;хлу-Е5хлї+ 
(2) f=<=l+4xi z; +225 22023 — 325, 

分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 6.8. 

解 (1) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 


不 难 求 得 其 各 阶 顺序 主子 式 分 别 为 
2 2 一 2 
2 2 
A =2>0, A, | | i A. S 2 5 —4|=10>0, 
一 2 —4 5 


由 定理 6.6 知 ,该 二 次 型 为 正定 二 次 型 。 
(2) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 


1 2 0 
А=|2 2 Tje 
0 1 一 3 


gam 


不 难 求 得 其 各 阶 顺 序 主子 式 分 别 为 


12 0 
А 1>0, A; | ?| 2<0, A, = |2 2 1| =5>0. 
~ 0 1 一 3 
由 定理 6.6 知 ,该 二 次 型 为 不 定 二 次 型 。 
2. Ra 的 值 ,使 下 列 二 次 型 正定 : 
(1) f=azl—4ziz;: —2azizs +z; +4z; zí 525; 
(2) /=хї+?2хлух, +2хухз + хїй-+Е4х,хз 523. 
分 析 参见 经 典 题 型 详解 中 例 6. 8。 
解 (1) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 
а —2 —@ 
A= B 1 2 | 
-e 2 5 
不 难 求 得 其 各 阶 顺 序 主子 式 分 别 为 
"е 请 ”一 可 一 全 
A =а>0, & 9 || a—4>0, A; 2 1 2 | =— (а— 4) (а— 5) > 0, 
=g 2 5 
ЖЫ 4<а<5, 
(2) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 
| E 
-| 2 | 
4: 1 а 
不 难 求 得 其 各 阶 顺 序 主子 式 分 别 为 
1 1 
А 1>0, A; k Ң 1>0, АМ а–12> 0, 


Ж а21. 

3. ЖА УВ Еп 阶 正定 矩阵 。 证明: A 十 B 为 正定 矩阵 。 

分 析 利用 定义 6.6 证 明 。 

证 由 于 A 与 B 是 对 称 人 矩阵 ,所 以 A 十 B 是 对 称 矩 阵 。 因 为 A 与 B 是 nn 阶 正定 矩阵 ,所 以 对 任意 nn 维 
非 零 实 向 量 x, 有 x Ax>0,x"Bx>0, FË xT(4 十 B)x 之 0。 由 定义 6.6 可 知 ,A 十 B 是 正定 矩阵 。 DZ 

4. 设 对 称 矩 阵 A 为 正定 矩阵 。 证明: ETXE U, A=UTU, 

分 析 利用 定理 6.4 证 明 。 

证 因为 4 为 正定 矩阵 ,由 定理 6.4 知 ,存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 CTAC 二 EE, 于 是 

A m. (Ct eh 

取 避 一 C :, 即 可 证 明 结 论 。 šE 6 

5 ЖАУ т 阶 正定 矩阵 ,B 为 mXn ZEE, 证明: BTAB 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 ROB)=n, 

分 析 利用 正定 矩阵 的 定义 。 

证 必要 性 用 反 证 法 。 假设 RO(B)<n, EEFE n 维 实 列 向 量 x, 使 得 Bx 一 0。 于 是 有 ,xzTBT4ABx 一 
0, 显 然 与 BTAB 为 正定 矩阵 韦 盾 ,因此 ,R(B) 二 n。 

充分 性 ”因为 R(B) 二 n, 所 以 对 任意 非 零 nn 维 实 列 向 量 x,y 二 Bx 隆 0。 由 于 A 是 正定 矩阵 ,所 以 有 
хТВТАВх= уТАу20, 8 BTAB 为 正定 矩阵 。 证 毕 
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1. ЖАУВ 是 两 个 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 并 且 A 是 正定 的 。 证 明 : FEART AE E U, ШТАШ 和 
UTBU RŽ HAEE. 

分 析 注意 到 ,单位 矩阵 也 是 对 角 和 矩阵 。 利 用 定理 5.10 和 定理 6.4 证 明 。 

证 因为 A 为 正定 矩阵 ,由 定理 6.4 知 ,存在 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 PTAP 一 EE。 容易 验证 PTBP 对 称 ,由 定 
理 5.10 知 ,存在 正 交 矩阵 Q, 使 得 Q'P'BPQ 为 对 角 和 矩阵 。 特 别 地 ,有 ОТРТАРО=Е. E jk, U=P0, l 
UTAU 和 UTBU BŽ HAEE. 证 毕 

2. 车 A 与 4 一 E 是 正定 矩阵 ,证 明 :; Е-А ' 也 是 正定 矩阵 。 

分 析 利用 定理 6.5 和 矩 阵 的 特征 值 的 性 质 5 证 明 。 

证 由 已 知 可 得 ,4 5 A—E 是 对 称 矩 阵 , 容 易 验 证 ,E 一 A :也 是 对 称 和 矩阵 。 另 一 方面 , 设 和 是 4 的 任 
一 特征 值 。 因 为 A 与 4 一 E 是 正定 矩阵 ,由 定理 6.5 和 算 阵 的 特征 值 的 性 质 5 知 ,4 汪 >1。 不 难 验 证 ,EE 一 
A-! 的 特征 值 为 1 一 4-!, 且 1 一 4A! 之 0, 所 以 E 一 A-! 是 正定 矩阵 。 F E 


EA 
1. 填空 题 


(1) 若 二 次 型 flax ,zs ,XT3) 二 Xf 十 2T1X2 十 t 如 十 3 的 秩 为 2, 则 :一 ж 

TA 0 
2) saarea; 3 | кекен, акала 。 

0 1 2 
(3) 二 次 型 flr ,zzyzs) 一 好 一 好 十 2zizs 十 2zzzs 规 范 形 是 。 
(4) 若 二 次 型 f(x) =xTAx 的 矩阵 A 的 特征 值 都 是 正 的 , 则 /(x) 二 x"Ax 是 二 次 型 。 
(5) 二 次 型 F(ziyzzyzs) 一 好 一 4zizz 十 2zlizs 一 2 好 一 2zzzs 十 码 的 正 惯性 指数 是  _. 
E (1) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 及 其 行 阶梯 形 和 矩阵 为 


k 0-10, 1 1 0 
-| t 中 1—1 | 
ооз 0 0 3 
由 题 意 知 R(A)=2,ff 2 :一 1。 


(2) 因为 和 4 正定 ,由 定理 6.6 知 


=5—22 > 0, 


š. 2 
A =1>0, А; | 3-40 20, A, = 


na- T<, 5. 
(3) 对 二 次 型 进行 配方 ,可 得 


fay zs zs) =} — ай + 22, z: + 2z;zs 


一 (zl + z+)? 一 2z +22223 


о х н 
= ош > 
v.o 


La tiak 
二 次 型 的 正 惯 性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1, 故 其 规范 形 为 yi tyy. 
注意 到 ,此 题 若 用 正 交 替换 法 求解 较为 麻烦 。 


(4) 由 定理 6.5 可 知 ,二 次 型 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 对 应 的 矩阵 的 特征 值 均 大 于 零 。 


Gita) — e Gra 
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(5) 对 二 次 型 进行 配方 ,可 得 
fay zs zs) ==] — біль + 2ziz; — 225 — 2z+zs + zš 


2 
(m — 222 + zs)° 6 (= s=) ++ 


易 见 ,该 二 次 型 的 正 惯 性 指数 为 2。 
2. 选择 题 
(1) 二 次 型 (ziyzayzs) 一 好 十 对 一 2zizz 对 应 的 矩阵 是 ( )。 


1 —2 0 1. =] 9 
l e] D =p 
A. B. С. [0 1 0 D |=1ї 1 0 
0 1 =f 1 
0 


0 0 0 0 0 

(2) 设 A 是 三 阶 正定 矩阵 , 则 |А+ЕС ). 

A. =1 B. >1 С. <1 D. 不 能 确定 
(3) 设 和 矩阵 A f B 都 是 实 对 称 矩 阵 , 则 A 与 B 合同 的 充分 必要 条 件 是 ( > 

A. A 5 B # 5 31 f E É £ Fl B. A 与 B 的 秩 相同 

C. A 与 B 的 特征 值 相同 D. A 5 B 的 正 负 惯 性 指数 相同 
(4) 二 次 型 f(zi, z; z )= 221—125 — 25 — 421205 —6zizs 是 ( ) 。 

A. 正定 的 B. 负 定 的 C. 既 不 正定 也 不 负 定 р. 无 法 确定 
(5) 如 果 A 是 正定 矩阵 , 则 ( ). (At A 的 伴随 矩阵 ) 

А. АЖАТ ЖЕЖ, (АЖЖ В. 4-: 和 4* 也 正定 ,但 4T 不 一 定 

С. AT, A”! ,A* 也 都 是 正定 矩阵 D. 无 法 确定 


解 (1) 利 用 二 次 型 与 二 次 型 的 矩阵 的 对 应 关系 可 知 , 选 D。 要 注意 的 是 ,因为 题 中 给 出 的 是 三 元 二 次 
型 ,所 以 二 次 型 的 矩阵 为 三 阶 和 矩阵 , 故 选 项 电 是 错误 的 。 
(2) 因 人 是 正定 矩阵 ,所 以 4 的 所 有 特征 值 Mi 都 大 于 零 , 由 矩阵 的 特征 值 的 性 质 5 知 ,A 十 EE 的 特征 值 


3 
i 十 1 均 大 于 1, 再 由 | 4 十 下 |= [[Q +1 p, |A+E|>1, В, 


i=l 
(3) A 5 B & F| A 5 B 3 3 BFS А 5 B НЕЙНИ, kt D. 
(4) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


不 难 求 得 矩阵 的 各 阶 顺序 主子 式 为 
=2 二 人 –3 
A, =—2 <0, a= |5 il 2<0, hs=|-2 -1 o| =n>o, 
=з 0 =i 


因此 ,该 二 次 型 既 不 正定 也 不 负 定 , 故 选 C。 
(5) 利用 定理 6.5 TEREA ,A ' ,A" 也 都 是 正定 矩阵 , 故 选 C。 
3. 设 二 次 型 fC ,ra ,z,)=2zi+2z;+3zri+2ri z; ,解答 下 列 问 题 : 
D 写 出 其 矩阵 表达 式 ; 
(2) 用 正 交 替换 将 其 化 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 的 正 交 替换 。 
解 (1) 二 次 型 的 矩阵 表达 式 为 


— — e 


(2) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


2 1 0 
0 0 3 
E 


不 难 求 得 ,矩阵 A 的 特征 值 分 别 为 1,3,3。 对 应 的 标准 正 交 的 特征 向 量 分 别 为 


ИГИТ 


所 用 的 正 交 替换 为 x 一 Qy, 其 中 


=11 Ó 

о=-_ її ol 
2 

0 0 2 


二 次 型 的 标准 形 为 
f = yl +3y; + 3yš , 
4. 用 配方 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 写 出 所 做 的 实 可 逆 线 性 替换 : 
(1) Са хо удз за) = x122 +х ху Harst, rT; 
(2) /(ху,х,х)=хї-4хүх;—8л›хзь 
E (1) 由 于 二 次 型 中 不 含有 平方 项 ,需要 通过 线性 替换 ,使 其 含有 平方 项 。 令 
ж hi Уу 


T: = у — у, 


хз = уз, 
ж, = y 
则 
f = (у + ye) — уг) + (3) у) уз + узн + yn +y) 
=уї + xi (s + y.) — 32 уг (ys — у) + yy 
(о +22 ) (+225). 
5 
а = yn ++ + у, 
z = +0900), 
©з = ys > 
24 = уц, 
则 二 次 型 的 标准 形 为 [二 zf 一 给 ,所 用 线性 替换 为 
zı 1 0 102 MZ үүл 1 0 1⁄2 102 үү 1 0 oy /m 
= 0 1 1⁄2 —1/2| |» 0 1 1⁄2 —1/2]|1 —1 0 0 = 
al [0 0С d 0 x | | à 0 o 010 z| 
РЯ оо 0 1 ys 00 0 1 о 00 3 д 
即 
= 1 1-1 fa 
= 1—1 o0 —1||z, 
al [0-0 2. е" 
= о о о 17\җ 
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(2) 对 二 次 型 进行 配方 ,可 得 
f =t + 4r z: — 8z;zs = (ху + 222) — 4zš — 80223 
(аа 2e)? —4(ay Боа) — 405, 
于 是 ,二 次 型 的 标准 形 为 f5yi— 4y — 455, ЙТ Rl % EE Ж 


КД 1 2 о\ (2 I 1 <= 21 {x 
yx|=|0 1 1j||= |, W 22 |= |0 1 =1||lyw j. 
Уз 0 0 1 23 2з 0 0 1 Уз 


5. 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) є 225—623 — 425 +2212: 22123: 

(2) у= 21 +328 +925 +1921 — 2212 +41203 22123 — блл; — 12232: 
# (1) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


=$ 1 1 
A= | Ашы 7 0 |. 
1 0 一 4 
â = 一 2 一 0， &=11>0, 4 =— 38 <0, 


所 以 该 二 次 型 为 负 定 二 次 型 。 
(2) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


各 顺序 主子 式 为 


| 2 1 

=} 3 全 一 
A= ° 

2 0 Жы; 

1 —3 —6 19 


各 顺序 主子 式 为 


A, 1>0, A =22>0, Д4 = 620, Д, =24>0, 
所 以 该 二 次 型 为 正定 二 次 型 。 
6. 试问 当 上 取 何 值 时 ,下 列 二 次 型 为 正定 二 次 型 ? 
(1) Уба до одз) =20{ +25 +25 Б2212: 22022335 
(2) f(zi s2: z )=zI+5zi+ zx) — 42122 — 220303. 


E (1) 易 见 ,二 次 型 对 应 的 矩阵 为 
210 
a-f; 1 1 
ОЕ. 1 


A =2>0, Д =12>0, Д = 1-22 > 0, 


-ler 
依 题 意 , 解 得 z “<° 


(2) 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


各 阶 顺 序 主子 式 为 


各 阶 顺序 主子 式 为 


A=1>0, A=1>0, A=1-—£>0, 
依 题 意 , 解 得 一 1<t<1。 


复习 题 6 解答 49) 
Т. 求 一 个 正 交 替换 x 二 Qy, 将 二 次 型 


Jf Gi z+ s zs) = z + zš + zš + Aziz; + Arat + Arat 
化 为 标准 形 ,并 判断 是 否 为 正定 二 次 型 。 
1 2 
2 2|。 
2 t 


Ж 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 
2 
1 
2 
ЖЖ A 的 特征 值 分 别 为 一 1, 一 1,5。 不 难 求 得 ,对 应 的 标准 正 交 的 特征 向 量 分 别 为 


{+ 


А= 


С — 


所 以 待 求 正 交 矩阵 为 


V2 V6 
二 次 型 的 标准 形 为 = 201—255. НРА 有 负 的 特征 值 ,所 以 该 二 次 型 不 是 正定 二 次 型 。 
8. 车 二 次 型 
f(z1972 zs) = 11z1 + 2х} + 5zš + 4хух; + 16z) z; — 20z;zs — t(x} + ri + д) 
可 以 通过 正 交替 换 x 一 Qy 化 为 标准 形 —5уї +13y; +22yi, WA F A FA: 
(1) 求 上 的 值 ; 
(2) 求 所 用 的 正 交 替换 х=0у; 
(3) 车 上 述 的 二 次 型 (x1 ,zs ,zi) 为 正定 二 次 型 , 问 t 应 如 何 取 值 。 


解 (1) 易 见 ,二 次 型 的 矩阵 为 
1-2 2 8 
-| 2 2—1 -中 
8 —10 5—1 


因为 二 次 型 通过 正 交替 换 得 到 的 标准 形 为 — 551-135: +2255, A 的 特征 值 分 别 为 一 5,13,22， 
可 得 


tr(A) 5 十 13 十 22 = (11—01) +(2—t)+(5— t), 
解 得 t= 一 4。 


= = 2 
(2) 4 的 特征 值 分 别 为 neem ТЕЕ 
2 1 2 
Ej 2 Жл} ЖОЕ B£ by + Fl $ AE të 21 J 69 Ft 4E É] ЖШН Z. E Ж, DL 3 个 特征 向 量 单位 化 后 作为 列 即 可 得 
到 正 交 矩阵 Q, Hl 


Сне 


(3) 4 


11 2 8 1 0 0 
4 一 | 2 2 —10|—:|0 1 0] =Вв— Е, 
8 一 10 5 0 0 1 


由 (1) 知 , 当 z 二 一 4 时 ,A 的 特征 值 分 别 为 一 5,13,22, 所 以 B 的 特征 值 分 别 为 一 9,9,18, 进 而 A 的 特征 值 
分 别 为 一 9 一 t,9 一 t,18 一 t。 若 上 述 二 次 型 为 正定 二 次 型 , 则 A 为 正定 矩阵 ,因此 其 特征 值 均 大 于 零 , 即 
9—t>0, 9—t>0, 18—t>0, 


解 得 <—9, 
评注 问题 (3) 也 可 以 用 各 阶 顺序 主子 式 全 大 于 零 来 求解 ,但 要 麻烦 一 些 。 
9. 证 明 : 若 A 为 正定 矩阵 , 则 存在 正定 矩阵 S, 使 得 ASS. 
证 因为 A 为 正定 矩阵 ,所 以 A 的 所 有 特征 值 都 大 于 零 , 且 存在 正 交 算 阵 Q, 使 得 
А 
Àz 


Q'AQ = © ‚ М 二 0G 一 1,2,…)。 
Àn 
进一步 地 ,有 
Мм. Мм. 
А=0 МЕ 70 2 9". 
VAn. УА, 
5 
VA 
5=0 Е . о", 
УА. 

N S 为 正定 矩阵 , 且 A 二 S? 。 证 毕 


10. 设 A 为 n 阶 实 对 称 阵 , 且 A’ 一 34? 十 34 一 E 二 0, 证 明 : A 是 正定 矩阵 。 

证 因为 4 一 34? 十 34 一 E 二 0, 即 (A 一 E); 二 0, 根 据 矩 阵 的 特征 值 的 性 质 5,4 的 特征 值 全 为 1。 又 因 
为 和 4 为 实 对 称 阵 ,所 以 A 是 正定 矩阵 。 证 毕 

11. 设 人 4 为 四 X7 实 矩阵 , 殖 为 2 阶 单位 和 矩阵。 证明: ЧЕЖЕ А,ЛЕ+АТА 为 正定 矩阵 。 

证 容易 验证 ,对 任意 非 零 n 维 实 列 向 量 x, 有 xTx>>0,xTATAx 之 0, 所 以 对 任意 正 数 4, 有 

xT! (АЕ + АТА ух = АхТх + хТАТАх > 0, 

又 因为 AE+ATA 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 AE + ATA 为 正定 矩阵 。 证 毕 

12. 已 知 A 为 n 阶 实 矩 阵 ,x 为 n 维 实 列 向 量 。 证 明 : 线性 方程 组 &x 一 0 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 
ATA 正定 。 

证 必要 性 因为 线性 方程 组 hx 一 0 只 有 和 零 解 ,所 以 对 任意 非 零 n 维 实 列 向 量 x,y 二 Ax 隆 0。 因 此， 
ХТАТАх= у у>0,Ш АТА ЕЖ. 

充分 性 假设 线性 方程 组 4x 一 0 有 非 零 解 , 即 存在 非 零 n # SX p| Ez, EA Az 一 0, 则 zTATAz=0, 5 
ATA 正定 矛盾 ,所 以 线性 方程 组 hx 一 0 只 有 零 解 。 证 毕 
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AEN ы ы ыы ы ЕТ» 
LEPIDE EDE > 
1. 二 次 型 及 其 标准 形 
(1) 设 二 次 型 f (zzyz) 一 好 一 好 十 2azizs 十 4zzzs 的 负 惯 性 指数 为 1, 则 a 的 取 值 范围 是 
。(2014 年 ) 
提示 : 由 于 (ziyzrz zs) 一 (zl 十 azs)2 一 (zs 一 2zs) Ha ri ,因为 负 惯性 指数 是 1, 故 4 一 好 人 0， 
解 出 cE[ 一 2,2]。 


e — = 1 0 0 
(2) Е 2 аре 1 ЕЕ ›„ (2007 Æ) 
—1 —1 2 0 0 0 
A. 合同 , 且 相 似 B. 合同 ,但 不 相似 
C. 不 合同 ,但 相似 р. 既 不 合同 ,也 不 相似 


提示 : 根据 相似 的 必要 条 件 > a= 》)bi，, 易 见 和 A 和 BB 肯定 不 相似 ,由 此 可 排除 A УС, ЕЖАЯВ 
合同 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 正 惯性 指数 、 负 惯性 指数 。 为 此 可 以 用 特征 值 加 以 判断 。 不 难 求 得 ， 
矩阵 A 的 特征 值 为 3,3,0。 故 对 应 的 二 次 型 xTAx 的 正 惯性 指数 pp 二 2, 负 惯性 指数 g 二 0; 二 次 型 YTBx 的 
正 惯性 指数 亦 为 p 二 2, 负 惯性 指数 g 一 0。 因此 A 与 B 合同 , 选 B。 

(3) 设 二 次 型 FCziyzzyzs) 一 az 十 az 十 (a 一 1) 妇 十 2zizs 一 2zzzs。(i) 求 二 次 型 矿 的 矩阵 的 所 有 特 
征 值 ;(ii) 若 二 次 型 太 的 规范 形 为 yity R а 的 值 。(2009 年 ) 

提示 : А] БЕ РЕЙ Ж А =а,А =а+1,А=а—2. (0) 因为 二 次 型 矿 的 规范 形 为 yl y, W M 
正 惯性 指数 p 二 2, 负 惯性 指数 g 一 0, 于 是 二 次 型 矩阵 A 的 特征 值 的 符号 为 十 ,十 ,0, 即 а—2<а<а+1, 
ULA a=, 

(4) 设 二 次 型 f (tirrr) 在 正 交 变 换 x 一 Py 下 的 标准 形 为 2¥f 十 总 一 六 ,其 中 P= (еее), 
0= (el ,一 eyez), 则 f (ххх) 在 正 交 变换 x 二 Qy 下 的 标准 形 为 ( )。(2015 #) 

A. 2y1— yi +y B. 231+ — y C. 2⁄4—yi— y D. 2yi +y +y 

提示 : 由 于 f 在 正 交 变换 x 二 Py 下 标准 形 2yi +y — yi EB А REY 2,1,—1, H P= (ese, 
es) 推 知 ,特征 值 2,1, 一 1 Ж} JS ЖЕ ЖК ОЖ A е ее. ROS (el, 一 eyez) 时 ,二 次 型 标准 形式 为 
2yi— y +y t А. 


а 
(5) 2 K у(х, 22,23) =2 (ах tarz: tarz: )? + (bz tbx: 十 bz )! We = Bz 


as 


b 
BI (iD 证 明 二 次 型 了 对 应 的 矩阵 为 2 aaT 十 2 p; GD Ha ,B 正 交 且 均 为 单位 向 量 ,证 明 f 在 正 交 变换 
bs 
下 的 标准 形 为 2y +y. (2013 £) 

提示 : (i) 容 易 验 证 ,2 аа ИВТ Ж АХ ЖО Ж. 12 х lar оло олз), /(лу,х;, za )=2(xla )(aTx)+ 
СТВ) (BTx) 二 xT(2 aaT 十 BBT)x, 所 以 二 次 型 f 对 应 的 矩阵 为 2aaT 十 好 "。(i) 因 a ,B 均 是 单位 向 量 且 相互 
正 交 , 有 Aa = (2 аа" +88" )а =2 a ,AB = (2 аа" +В87)В =B H А, =2,А,=1 是 A 的 特征 值 。 又 因为 aa7 和 
有 7 都 是 秩 为 1 的 矩阵 ,所 以 КОА) = КО аат +887) <К02 aa") 十 RC(BBT) 一 2 二 3, 因 此 经 正 交 变换 二 次 型 
的 标准 形 为 2yi ty. 

(6) 设 二 次 型 flr ,z: sz) =x" Ax=ari +2r}— 225 + 2bzizi(b20), Жр — X A by E B: A 的 特征 值 


@ 第 6 章 二 次 型 


之 和 为 1, 特征 值 之 积 为 一 12。(i 求 a,6 的 值 ;(i) 利 用 正 交 变换 将 二 次 型 f 化 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 的 正 
交 变 换 和 对 应 的 正 交 矩阵 。(2003 +) 


a 0 b 
提示 : ozan wena 2 0 СЕБЕ (让 矩阵 
ó о 一 2 
sa i 
£ 后 
A 的 特征 值 41 一 hs 二 2,4s 二 一 3。 二 次 型 的 标准 形 为 f= +23 EREE P=|1 0 -7 Я 
ВЕ: 
в 后 


正 交 变换 为 x 二 Py。 
(7) 已 知 二 次 型 fln оло о) = Qa) Haa H2 +2(1+a)ziz; # fk 39 2, OR a 的 值 ;( 让 )) 求 
正 交 变换 x 二 Qy, 把 f(x ,zz zs) 化 成 标准 形 ;(ii) 求 方程 flr ,xz ,zi3) 二 0 的 解 。(2005 年 ) 
1 一 a 1+а 0 
ER: 二 次 型 矩阵 |5: 1 一 “ 中 和 va f 3 2, 即 RC4) 一 2, 所 以 有 |4| 一 
0 о 2 


1-а 1+а 

к | 
1 0 $ 

—|1 0 一 1 |, 经 正 交 变换 x 二 Qy, 有 f(zi,z: z.) =2yl +2y; 。 


еа о 


8а=0, ## а= 0, Gi) № а=0 B, E А #1} Ef 2,2,0. ЕЖЕ Q= 


mz +z; = 


0, 
GD H T fC szeres) =a} Hag 225 22125 = (л\ + + =o n | 其 通 解 为 x 二 


xz |= 
k(—1,1,0)1,3t P k 3 f 6 39. 
= 
(8) 设 人 4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ,如 果 二 次 曲面 方程 ds srr 
z 
如 图 6.1 所 示 , 则 A 的 正 特征 值 的 个 数 为 ( )。(2006 Æ) 
A. 0 B; 1 Г. D3 


提示 : 一 方面 , 双 叶 双 曲 面 的 标准 方程 为 #2 —Уз—#°—1,я -AT = я е к EET DRE 
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时 ,其 平方 项 的 系数 就 是 A 的 特征 值 ,所 以 应 选 B。 
2. 正定 二 次 型 
(1) 已 知 二 次 型 f(x) 二 xTAx 在 正 交 变换 x 一 Qy 下 的 标准 形 为 yf 十 总 , 且 Q 的 第 3 列 是 


(2.0.22). ORERE А: СОЕ M АНЕ JEZER КР E 3 Z ИВЕ, (2010 年 ) 
提示 : () 由 二 次 型 xTAx 在 正 交 变 换 x 一 0y 下 的 标准 形 为 yi 十 并 ,说 明 二 次 型 矩阵 A 的 特征 值 是 1， 
1,0, хвонязяж CATE „а = (1,0,1) А 关于 特征 值 一 0 的 特征 向 量 。 因 为 


人 入 是 实 对 称 和 矩阵 ,特征 值 不 同 特征 向 量 相互 正 交 ,不 难 求 得 A ХТА =А=1 的 特征 向 量 为 wj 一 (0,1,0)7， 
wz 一 (一 1,0,1)7。 令 Р= (а ,az ,as), 则 


1 1 
1000 т 9 7,1 
ET i ole- 0 1 о |. 
ооо 1 1 
р 07 2 
GD HT EB А 的 特征 值 是 1,1,0, 所 以 A+ E 的 特征 值 是 2,2,1。 因 为 A+ E 的 特征 值 全 大 于 0, 所 以 


А+Е ЕЖ, 

D 设 有 nn 元 实 二 次 型 

fay zz z.) = (mi + a z+) + (z; Harz)? 十 … 十 (zl 十 aizo)2 十 (zn 十 anzl)2， 

其 中 ai(i==1,2,… sn) 为 实数 。 试 问 : Ш asara ЖАЯН, 0 f(x, zo z.) 为 正定 的 
二 次 型 。(2000 年 ) 

提示 : 由 已 知 条 件 知 ,对 任意 的 Ti ,To。，…,T, 恒 有 (zi,T2，.…，z,) 之 0, 其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 
是 zi 十 izz 二 0,z2 十 azzxs =0, ,Zn 十 anT1 二 0。 若 使 x"Ax 是 正定 二 次 型 ,只 要 线性 方程 组 zi 十 aizz 一 0， 
xı tarx; =0, ,Tn 十 anz1 二 0 只 有 零 解 , 亦 即 系数 行列 式 


1 a 0 = 0 0 
0 1 а; … 0 0 
о 0 1 … 0 0 
кр н = 1+ (Daaa, 9 0, 
0 0 0 = 1 д 
Ws 0 0 s 0 1 


ЮЖ, ш aara, AODH, Ж 90 ft zz，…zn) 为 正定 二 次 型 。 
A 
(3) p= °) 为 正定 矩阵 ,其 中 A,B 分 别 为 m 阶 ,n 阶 对 称 矩 阵 ,C т Хп EW. GOTT £$ 


Єт 
И: = 


PT DP, 其 中 卫 一 ( 
0 E; 


)уояяфаяжякев B—C'A `C 是 否 为 正定 矩阵 ,并 证 明 你 的 结 


论 。(2005 年 ) 
0 


A 
提示 : (DPITDP 一 ( 
0 В-СТА'С 


). Gü) EA D Z x E B, ЯД P'DP ЖА k E B, 3 B 一 


CAC ЖА # E Е. naem ps (3 А 
ЖЕ жатые 


А 0 
)ен.арея,якев [ „бн ) 
0 В-СА С 


正定 。 寺 是 对 任意 的 x (zo 有 


A 0 
о 


0 
( ] a c'atov>o, 
0 St hh 


所 以 矩阵 B 一 CTA-'C 正定。 


